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Abstrak

Persamaan Ostrovsky merupakan persamaan diferensial parsial nonlinear yang dapat ditemukan
dalam fenomena fisis seperti tsunami. Persamaan ini telah memiliki banyak solusi khusus analitik
terutama untuk menggambarkan penjalaran gelombang soliton. Salah satu solusi khusus yang
terkenal berupa solusi tanh kuadrat atau dapat juga dinyatakan dalam sech kuadrat. Paper ini
mengkaji solusi meromorfik persamaan Ostrovsky dengan menggunakan algoritma Demina-
Kudryashov. Mula-mula, persamaan Ostrovsky ditransformasi ke dalam bentuk persamaan
diferensial biasa nonlinear menggunakan model penjalaran gelombang dan selanjutnya diterapkan
algoritma tersebut untuk memperoleh solusi meromorfik berdasarkan pada uraian Laurentnya.
Solusi yang diperoleh berupa solusi periode tunggal, solusi periode ganda (solusi eliptik), dan solusi
rasional, di mana solusi-solusi ini bersifat umum. Pada akhirnya, ditampilkan suatu solusi khusus
berupa solusi tanh kuadrat sebagai pemilihan keadaan khusus berdasarkan salah satu solusi
meromorfik.

Kata kunci : solusi meromorfik; algoritma Demina-Kudryashov; persamaan Ostrovsky.
Abstract

Ostrovsky equation is a nonlinear partial diferential equation which we found in many problems of
physics such as tsunami. This equation has many special analytical solutions especially for
describing the travelling of soliton. One of the famous special solution is containing quadratic tanh
term or we can express it in sech term. In this paper, the meromorphic solutions of Ostrovsky
equation have analyzed by using Demina-Kudryashov algorithm. Firstly, this equation was
transformed to nonlinear ordinary differential equation by using travelling wave model and then by
using this algorithm and based on Laurent series, the meromorphic solutions can be contructed.
Finally, the general solutions was found. These solutions take form in three types, such as simply
periodic, doubly periodic (elliptic solutions), and rational solution. And then, the special solution of
this equation was showed by choosing a special condition.
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PENDAHULUAN

Dewasa ini, telah dikembangkan banyak
metode untuk memperoleh solusi eksak dari
persamaan-persamaan diferensial nonlinear
autonomos. Beberapa jenis metode tersebut
yaitu metode fungsi tanh-coth [1]; metode
modifikasi tanh-coth [2]; metode eksponensial
[3,4], metode G/G [5], dan berbagai metode
modifikasi lainnya [6,7]. Namun, muncul
pertanyaan penting berikut. Apakah melalui
metode-metode tersebut dapat diperoleh solusi-
solusi umum? Atau dengan kata lain, apakah
dapat diperoleh keluarga solusi (solutions
family) dari persamaan diferensial yang dikaji?
Tentu saja jawaban untuk pertanyaan ini hampir
jarang ditemukan (beberapa jawaban dapat

dilihat pada [8,9,10]). Namun, pada tahun 2010,
Maria Demina dan Nikolay Kudryashov
memperkenalkan suatu algoritma penting yang
dapat digunakan untuk mengkonstruksi solusi
meromorfik (solusi yang bersifat umum) untuk
persoalan di atas [9] .

Paper ini secara khusus membahas
tentang  solusi  meromorfik  persamaan
Ostrovsky. Persamaan Ostrovsky merupakan
persamaan diferensial parsial nonlinear dengan
suku derivatif tertinggi berorde tiga yang
ditemukan dalam fenomena fisis seperti
tsunami [8,11,12,13]. Persamaan Ostrovsky ini
mula-mula ditransformasi dengan
menggunakan model penjalaran gelombang
untuk meng-hasilkan persamaan diferensial



biasa nonlinear yang selanjutnya dengan
menggunakan algoritma Demina-Kudryashov
akan dibentuk solusi meromorfik berupa solusi
periode tunggal, solusi periode ganda (solusi
eliptik), dan solusi rasional. Struktur dari paper
ini adalah sebagai berikut. Bagian pertama
merupakan pendahuluan. Bagian kedua
membahas tentang solusi meromorfik dan
algortima Demina-Kudryashov. Pada bagian
ketiga dibahas tentang konstruksi solusi
meromorfik berdasarkan algoritma tersebut.
Sebagai tambahan, ditampilkan suatu solusi
khusus berdasarkan salah satu solusi
meromorfik yang diperoleh sebelumnya. Solusi
khusus ini merupakan bentuk verifikasi
terhadap salah satu solusi khusus yang telah
terkenal selama ini [12,13].

SOLUSI MEROMORFIK DAN
ALGORITMA DEMINA-KUDRYASHOV

Misalkan  ditinjau  suatu  persamaan
autonomos [9,10]

E[w(z)] =0. @

Suatu persamaan autonomos dapat memiliki
solusi eksak meromorfiknya jika persamaan
tersebut memiliki solusi Laurent (ekspansi
asimptotik) persamaan (1). Solusi eksak
meromorfik persamaan (1) dapat dipenuhi oleh
uraian Laurent berikut [8,9,10]

@)= 5 ¢ (2-29)" 0 0. (2)
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Berikut disajikan suatu teorema penting
sebagai dasar untuk mengkonstruksi solusi
meromorfik. Tanpa mengurangi generalitasnya,

untuk sementara konstanta zy  tidak
dimasukkan dalam perhitungan.

Teorema 1. Semua solusi meromorfik dari
persamaan (1) dengan hanya satu ekspansi
asimptotik yang sesuai untuk uraian Laurent

dalam suatu lingkungan pole z =0 memiliki
bentuk :

1. Solusi eliptik dengan periode 2w, 20,

dengan satu pole orde p memiliki
bentuk

p (—1)kc_k ak—2 )
W)= [kEZWdzk—_z peopo)+ o
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Syarat perlu untuk eksistensi solusi
eliptik adalah c_y =0.

2. Solusi periode tunggal dengan periode
T dan orde pole pmemiliki bentuk

k-1 _
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3. Solusi rasional
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w(z)= X ——+ X ¢z ;m=0

k=1 ;K k=0
@= 5 h im0 (5
W(zZ) = z , m=2 0.

k=0 K

Di mana, (1), (2), (3), h, , 0 <k <m meru-
pakan konstanta-konstanta, dan p

merupakan fungsi eliptik Weierstrass.

Berikut, disajikan algoritma  Demina-
Kudryashov untuk mengkonstruksi solusi
meromorfik.  Pertama, persamaan (2)
dimasukkan ke per-samaan diferensial
nonlinear yang dikaji dan kemudian diekspansi
di sekitar z = 0. Kedua, memilih bentuk solusi
meromorfik berdasarkan teorema 1 di atas.
Solusi meromorfik yang dipilih dapat berupa
solusi periode tunggal, solusi eliptik, maupun
solusi rasional. Namun, harus diperhatikan
syarat perlu eksistensi solusi meromorfik
berdasarkan  teorema  tersebut.  Ketiga,
menguraikan solusi meromorfik yang telah
dipilih  di sekitar pole-nya. Keempat,
membandingkan koefisien-koefisien hasil eks-
pansi solusi meromorfik terhadap solusi
asimptotik yang telah diperoleh sebelumnya.
Selanjutnya, melakukan perhitungan aljabar
untuk menentukan parameter-parameter solusi
meromorfik yang dibutuhkan. Namun, jika
tidak terdapat kekonsistenan antara koefisien-
koefisien tersebut, maka persamaan tersebut
tidak memiliki solusi meromorfik sebagaimana
solusi meromorfik yagn diusulkan. Kelima,
memverifikasi solusi meromorfik yang telah
diperoleh dengan memasukkannya kembali ke
persamaan diferensial nonlinear yang dikaji.



SOLUSI MEROMORFIK PERSAMAAN
OSTROVSKY

Persamaan Ostrovsky dapat ditulis sebagai
berikut [8,12,13]
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Dengan menggunakan model penjalaran
gelombang (traveling wave) w(x,t) =w(z);

z=x-Cpt diperoleh

W—ps — ——— + W —=0. (7

Dengan memasukkan persamaan (2) ke dalam
persamaan (7) diperoleh uraian Laurent berikut

(8)

Persamaan (8) merupakan solusi Laurent dari
persamaan (7). Solusi di atas memiliki pole orde
dua dan mempunyai tiga konstanta sembarang

yaitu ag, a, dan z;.

Terlihat dari persamaan (8) bahwa
persamaan (7) hanya memiliki satu jenis solusi
Laurent, maka dapat dibentuk satu tipe solusi
meromorfik berdasarkan teorema 1 di atas.
Berikut solusi-solusi meromorfik yang dapat
dibentuk.

Pertama, terlihat dari solusi Laurent (8) di
atas bahwa residu ¢_, =0 maka dapat dibentuk

solusi eliptik. Berdasarkan persamaan (3),
diperoleh bentuk

W(z)=c_pp+hy. 9

Persamaan di atas diekspansi di sekitar titik
z=0 menghasilkan

c c ¢ ,0
w(z):;z+h0+ ~292 22+ —2 324

2 28
z 20 (10)
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Selanjutnya, dengan membandingkan

koefisien-koefisien persamaan (10) dan (8),
diperoleh

0_2:—6 ; h0 =4,
2 _ 11
14a, (11)
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Dengan demikian, solusi eliptik persamaan
Ostrovsky dapat dituliskan

ao2 —14::14
w(z) =-6gp| z;—; +ag. (12)

3 3

Berikutnya adalah membentuk solusi
periode tunggal. Berdasarkan persamaan (4),
diperoleh

w(z) = —\/EC_Z % cot(\/f z)+ ho (13)
atau persamaan di atas menjadi
w(z) =hg +c_2L+c_2Lcot2(\/Ez). (14)

Dengan mengekspansi persamaan (13) atau
(14), diperoleh

2
C c ,L ¢ ,L
w(z) = _22+h0+ —2 + —2 z2
z 15 (15)
3
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Selanjutnya, membandingkan persamaan (15)
dengan persamaan (8), diperoleh
c_p =-6; h0 = ao +2Lj;

a 16)
__0 - — - P (
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Sehingga, solusi periode tunggal persamaan
Ostrovsky dapat ditulis

—a _ _6L. cot? -
W(z)_aO 4Lj 6LJcot ( sz). @an
Kemudian, berdasarkan solusi Laurent (8),
maka solusi rasionalnya memiliki bentuk

6
W(z)_—22 +a,. (18)
Berikut disajikan pemilihan keadaan khusus
untuk mendapatkan solusi khusus persamaan
Ostrovsky berupa solusi fungsi tanh. Bagian ini
digunakan salah satu solusi meromorfik yaitu
solusi periode tunggal (17) namun dengan

menyatakannya secara utuh (konstanta Zq



kembali dimasukkan dalam perhitungan)
sebagai berikut

2
w(2) = a, ~ 4L ~6Lj cot (\/rj(z - ZO))- (19)
Terdapat identitas
cot(if) =i coth 0, (20)

tanh 6 = coth(e - '7”) : (21)

Dengan memilih L; <0, maka identitas

J
cotangen persamaan persamaan (19) akan
menjadi cotangen hiperbolik. Terlihat juga
bahwa cotangen hiperbolik dan tangen
hiperbolik hanya berbeda fase sebesar iz/2,
maka kita dapat memilih fase di mana & digeser
sejauh iz/2 sehingga identitas cotangent
hiperbolik menjadi tangen hiperbolik. Oleh
karena itu, dengan memilih zy=iz/2 dan

dengan  memanfaatkan  identitas  (21),
persamaan (19) menjadi

W(z)=ag ~4L; 6L tanhz(\/rjzj. (22)

Dari definisi w(z)=w(x,1); z=x- Cot maka
persamaan (22) dapat ditulis

—a _ _6L. 20 [0 (x—
W(z)_a0 4Lj 6LJtanh ( LJ(x Cot)).

(23)

Solusi (23) ini merupakan konfirmasi
terhadap  solusi  well-known  persamaan
Ostrovsky [12,13]. Ini menunjukkan bahwa
solusi yang meromorfik yang diperoleh ini
bersifat umum. Solusi (23) merupakan solusi
yang dikenal dengan nama solusi soliton
persamaan Ostrovsky. Dengan demikian telah
terbukti bahwa solusi soliton di atas merupakan
salah satu solusi khusus dari persamaan
Ostrovsky. Ini menunjukkan bahwa solusi
meromorfik dalam kajian ini menyediakan
beberapa kemungkinan solusi traveling wave
lain di samping solusi soliton tersebut. Kita
dapat memilih keadaan yang memungkinkan
untuk  membentuk  solusi  khusus lain
berdasarkan syarat-syarat eksistensi solusi
meromorfik di atas.

SIMPULAN DAN SARAN
Dalam paper ini, telah dikaji solusi
meromorfik persamaan Ostrovsky. Solusi

meromorfik yang dikaji berupa solusi periode
tunggal, periode ganda (solusi eliptik), dan
solusi rasional. Solusi-solusi meromorfik yang
diperoleh ini merupakan “’keluarga solusi” dari
persamaan Ostrovsky, yang darinya dapat
diturunkan solusi-solusi khusus bentuk lain
dengan  memanfaatkan identitas-identitas
trigonometri, fungsi  hiperbolik, maupun
konstan-kontanta. Konstruksi solusi
meromorfik  persamaan  Ostrovsky ini
didasarkan pada algoritma yang diperkenalkan
oleh Maria Demina dan Nikolay Kudryashov
pada tahun 2010. Algoritma ini mengacu pada
eksistensi uraian Laurent persamaan diferensial
nonlinear. Algoritma ini juga menjadi suatu
metode yang sangat powerful sehingga dapat
diterapkan dalam pemecahan persoalan atau
persamaan-persamaan serupa yang tentunya
didasarkan pada syarat-syarat eksistensi solusi
yang diberikan. Sebagai bagian akhir, juga telah
diberikan suatu bentuk solusi khusus, yang
mana merupakan solusi soliton persamaan
Ostrovsky yang sudah sangat terkenal.
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