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  Abstrak 
 

Dalam studi ini telah ditelaah kembali solusi dari metrik Tolman, di mana tensor energi momentum 
yang digunakan untuk menyelesaikan solusi persamaan medan Einstein simetri bola untuk keadaan 

statis adalah persamaan fluida ideal dengan kasus persamaan geodesik pada koordinat bergerak 

(co-moving coordinate). Beberapa hal yang ditelaah mulai dari perumusan Metrik Tolman, 

perumusan Persamaan Medan Einstein dan solusinya, serta Solusi dari medan gravitasi untuk 

fluida yang tidak dimampatkan. Solusi yang ditelaah memberikan pendekatan bagaiamana sebuah 

materi yang masif mengalami keruntuhan fluida pada syarat interior dan eksterior dari metrik 

Schwarzschildnya.  

 

Kata kunci: Metrik Tolman; tensor energi-momentum; persamaan Medan Einstein, medan 

gravitasi, metrik Schwarzschild. 

 

Abstract  
 

This study has been reviewed about the solution of the Tolman metric, where the momentum-energy 

tensor used to solve the solution of the spherical symmetric Einstein field equation for the static state 

which is an ideal fluid equation in the case of the geodesic equation in co-moving coordinates. Some 

of the things that were studied started from formulation of the Tolman Metric, formulation of the 

Einstein Field Equation and its solution, and solution of the gravitational field for an incompressible 
fluid. The solution under study provides an approximation of how a massive material undergoes 

fluid collapse on the interior and exterior terms of its Schwarzschild metric. 

 

Keywords: Tolman Metric; energy-momentum tensor; Einstein field equation; gravity field; 

Schwarzschild metric.  

 
PENDAHULUAN 

Solusi Schwarzschild merupakan solusi 

vakum dari persamaan medan gravitasi Einstein 
simteri bola dan statis. Solusi ini mampu 

menjelaskan medan gravitasi yang berada di 

luar sebuah bola yang bermassa, dengan asumsi 

bahwa muatan listrik dan momentum sudut 
bermassa dan konstanta kosmologi bernilai nol. 

Selain itu, solusi Schwarzschild telah terbukti 

memainkan kepentingan yang paling mendasar 
dalam konsep-konsep relativitas umum dan 

dinamika lainnya seperti fenomena cakrawala 

peristiwa (event horizon), singularitas ruang-
waktu serta beberapa aspek yang berkaitan 

dengan teori medan kuantum dalam ruang-

waktu melengkung. Solusi inilah yang memberi 

wawasan pertama mengenai fenomena 
keruntuhan gravitasi [1] dan menginspirasi 

konstruksi dari model teoritik tentang bintang 

relativistik lainnya [2,3]. 

Pada pertengahan tahun 1960, objek yang 
dikenal sebagai lubang hitam diakibatkan 

adanya bintang yang runtuh atau yang dikenal 

sebagai keruntuhan gravitasi [4] atau disebut 

juga sebagai bintang beku [5]. Baru pada tahun 
1965 yang menandai era di mana para peneliti 

intensif pada topik lubang hitam. Oleh karena 

itu, uji eksperimental solusi Schwarzschild, 
geometri eksterior telah sangat berhasil 

memberikan makna fisis seperti presisi 

perihelion Merkurius, fenomena pembelokan 
cahaya di mana medan gravitasi Schwarzschild 

eksterior bertindak sebagai lensa gravitasi. 

Selain itu, sangat menarik untuk melihat efek 
kopling Chern-Simons dalam gangguan di 
sekitar ruang-waktu Schwarzschild. Gangguan 

linier dari ruang-waktu Schwarzschild dalam 
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teori ini dijelaskan dalam [6,7,8], dan 

gelombang gravitasi dari partikel yang 
mengorbit pada lintasannya dibahas dalam [9]. 

Ada beberapa topik khusus tentang lubang 

hitam yang berputar secara peralahan 

[6,10,11,12], tetapi sangat sulit untuk 
menemukan solusi yang tepat dari lubang hitam 

yang berputar tersebut. 

Selain solusi Schwarzschild, terdapat 
juga solusi Reissner-Nordstrom yang 

menjelaskan solusi statik dari perpaduan medan 

elektromagnet dan medan gravitasi, di mana 

geometri ruang-waktu di sekitar massa yang 
bermuatan listrik simetri bola [13,14]. Dengan 

kata lain, kelengkungan ruang-waktu 

diakibatkan karena adanya distribusi massa dari 
medan elektromagnet. Zhang, telah 

menyelesaikan solusi persamaan medan 

Einstein dengan kehadiran medan skalar [14].  
Dalam paper ini telah dikaji kembali 

solusi persamaan medan Einstein dengan 

distribusi materi fluida ideal yang telah 

dijelaskan oleh Ricard C. Tolman [15]. Pada 
tahun 2021, Matondo dan Maharaj telah 

mengkombinasikan medan listrik dan metrik 

Tolman untuk menyelesaikan persamaan 
medan Einstein-Maxwell [16]. Namun telaah 

kali ini lebih ke kajian solusi medan garvitasi 

eksterior dan interior untuk metrik 
Schwarzschild. Dan telaah tentang medan 

gravitasi untuk bola fluida yang tidak 

dimampatkan. 

 

PERUMUSAN METRIK TOLMAN 

Ansatz untuk metrik simetri bola secara 
umum diungkapkan 

𝑑𝑠2 = 𝑎 𝑑𝑡2 − 𝑏 𝑑𝑟2 − 𝑐 𝑑Ω2                   (1) 

di mana 𝑎, 𝑏, dan 𝑐 merupakan fungsi dari 

koordinat 𝑡 dan 𝑟. Sedangkan ungkapan untuk 

sudut azimuthnya adalah 𝑑Ω2 = 𝑑𝜃2 +
sin2 𝜃 𝑑𝜙2 . 

Selanjutnya, metrik pada persamaan (1) 

dapat disederhanakan lebih lanjut melalui 
transformasi koordinat. Dengan asumsi 

bahwasanya lintasan partikel yang 

dideskripsikan oleh persamaan geodesik 

melalui koordinat yang bergerak (comoving 
coordinate), di mana lintasan partikel ini tidak 

berubah sepanjang geodesik tersebut. Oleh 

karenanya ungkapan vektor 4-kecepatan aliran 
dapat dituliskan menjadi 

𝑢𝛼 = (𝑢0 , 0,0,0)                    (2) 

di mana 𝑢0 =
𝑑𝑡

𝑑𝑠
= 𝑑𝑡′. 

Sekarang tinjau persamaan geodesik 
yang diungkapkan 

𝑑2𝑥𝛼

𝑑𝑠2 + Γ𝜇𝜈
𝛼 𝑑𝑥𝜇

𝑑𝑠

𝑑𝑥𝜈

𝑑𝑠
= 0                                (3) 

Subtitusi persamaan (2) ke dalam persamaan 
(3), maka persamaan geodesik menjadi 

𝑑𝑥𝛼

𝑑𝑠
+ Γ00

𝛼  (𝑢0)2 = 0                                 (4) 

Hal tersebut memberikan korelasi untuk 
ungkapan simbol Christoffel terhadap koordinat 

waktu Γ00
𝑘 = 0 dengan 𝑘 = 0,1,2,3. Dengan 

demikian, diperoleh juga turunan kovarian 

tensor metrik untuk koordinat waktunya juga 

akan bernilai nol (𝜕𝑘𝑔00 = 0). Hal ini 
memberikan analisis bahwasanya nilai untuk 

suku waktu 𝑔00 = 𝑎 dalam metrik tersebut yang 

merupakan fungsi dari koordinat rupa-waktu 

(timelike) itu sendiri. 
Jika sekarang dibuat transformasi 

koordinat terhadap sumbu waktunya yang 
bentuknya 

𝑑𝑡′ = 𝑎1/2𝑑𝑡                                (5) 

sedangkan untuk koordinat ruang tidak 

berubah, maka komponen tensor metrik 

kovarian dari persamaan (1) dapat ditulis 
kembali menjadi 

𝑔𝜇𝜈 = (

1 0 0 0
0 −𝑒𝜇 0 0
0 0 −𝑅2 0
0 0 0 −𝑅2 sin2 𝜃

)         (6) 

dan bentuk tensor metrik kontravariannya 
berbentuk 

𝑔𝜇𝜈 = (

1 0 0 0
0 −𝑒−𝜇 0 0
0 0 −𝑅−2 0
0 0 0 −𝑅−2 sin−2 𝜃

)  (7) 

dengan koordinat 𝑥𝛼 = (𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜙). Dengan 

adanya perbandingan persamaan (1) terhadap 
tensor metrik kovarin dari koordinat rupa-

waktunya, maka diperoleh relasi koefisien 𝑎 =
1, 𝑏 = 𝑒𝜇 dan 𝑐 = 𝑅2. Di mana 𝜇 dan 𝑅 

merupakan fungsi dari 𝑡 dan 𝑟 itu sendiri. Metik 

inilah yang biasa desbut sebagai metrik Tolman 
yang dituliskan 

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑡2 − 𝑒𝜇(𝑡, 𝑟)𝑑𝑟2 −  

𝑅2(𝑡, 𝑟)[𝑑𝜃2 + sin2 𝜃  𝑑𝜙2]       (8) 

Bentuk metrik pada persamaan (8) 

menunjukkan bahwasanya luas bola pada 𝑟 =
𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛 yang diberikan oleh ungkapan 4𝜋𝑅2 

dengan 𝑅 harus memenuhi syarat 



Vol. 7, No. 1 – April 2022 

ISSN: 2503-5274(p), 2657-1900(e) 

17 

 

𝑅′ =
𝜕𝑅

𝜕𝑟
> 0                                  (9) 

Dengan syarat tersebut, memberi kemungkinan 

bahwa 𝑅′ = 0 pada titik 𝑟0 harus dihilangkan 

karena memungkinkan garis-garis 𝑟 =
𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛 pada titik-titik sekitarnya 𝑟0 dan 𝑟0 +
𝑑𝑟 akan bertepatan di titik 𝑟0 sehingga 

menciptakan permukaan kaustik yang 

menyebabkan koordinat bergerak tidak dapat 
berlaku lagi. 

Adanya persamaan geodesik terhadap 

komponen koordinat waktu (𝑥0) saja, 

memberikan implikasi dari persamaan (4) 
menjadi sebuah idenstitas, sedangkan koordinat 

ruang 𝑟(𝑥1), 𝜃(𝑥2), dan 𝜙(𝑥3) menjadi konstan 

di sepanjang persamaan geodesik tersebut. 

Dengan demikian diperoleh 𝑑𝑠 = 𝑑𝑥0 dan 
dituliskan menjadi 

𝑢𝛼 = 𝑢𝛼 = (1,0,0,0)                  (10) 

 

PERUMUSAN PERSAMAAN MEDAN 

EINSTEIN 

Solusai untuk persamaan medan Einstein 
diungkapkan oleh 

𝑅𝜇𝜈 = 𝜅 (𝑇𝜇𝜈 −
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑇)                 (11) 

di mana 𝑅𝜇𝜈  adalah tensor Ricci dari 

kelengkuang ruang-waktu, 𝑇𝜇𝜈  adalah tensor 

enegi-momentum yang mendeskripsikan 

distribusi materi, dan 𝑔𝜇𝜈  adalah tensor metrik 

kovarian dari elemen garis metrik Tolman. 

Dalam kasus ini, diasumsikan bahwasanya 

kelengkungan ruang-waktu diakibatkan karena 
adanya distribusi materi, dalam hal ini distribusi 

fluida ideal sederhana (tanpa adanya tekanan 

aliran) yang dideskripsikan oleh tensor energi-
momentum, yakni 

𝑇𝜇𝜈 = 𝜌 𝑢𝜇𝑢𝜈                              (12) 

dan 𝑇 = 𝑇𝜇𝜈𝑔
𝜇𝜈 . Dengan menggunakan 

persamaan (10), maka diperoleh komponen 𝑇𝜇𝜈  

yang tidak bernilai nol adalah 𝑇00 = 𝑇 = 𝜌. 

Untuk menyelesaikan solusi persamaan medan 

Einstein, maka diperlukan ungkapan simbol 
Chritoffel yang diungkapkan 

Γ𝜇𝜈
𝛼 =

1

2
𝑔𝛼𝛽 (

𝜕𝑔𝛽𝜇

𝜕𝑥𝜈 +
𝜕𝑔𝛽𝜈

𝜕𝑥𝜈 −
𝜕𝑔𝜇𝜈

𝜕𝑥𝛽
)     (13) 

Komponen-komponen untuk simbol Christoffel 
yang tidak bernilai nol adalah 

Γ01
1 =

1

2
�̇�   Γ11

0 =
1

2
 𝑒𝜇�̇� 

Γ02
2 = Γ03

3 = 𝑅−1�̇�  Γ11
1 =

1

2
 𝜇′ 

Γ12
2 = Γ13

3 = 𝑅−1𝑅′  Γ22
0 = 𝑅�̇� 

Γ23
3 = cot 𝜃   Γ33

0 = 𝑅�̇� sin 𝜃 

Γ22
1 = −𝑒−𝜇𝑅 𝑅′  Γ33

2 = −sin𝜃 cos 𝜃 

Γ33
1 = −𝑒−𝜇𝑅𝑅′ sin2 𝜃      (14) 

di mana tanda dots (∙) dan primes (′) 

merupakan turunan dari koordinat waktu (𝑡) 

dan koordinat radius (𝑟). 
Selanjutnya, tensor Ricci dapat dihitung 

dengan menggunakan persamaan 

𝑅𝜇𝜈 =
1

√−𝑔
 𝜕𝛼(√−𝑔 Γ𝜇𝜈

𝛼 ) −  

𝜕𝜇𝜈(ln√−𝑔) − Γ𝜇𝛽
𝛼 Γ𝜈𝛼

𝛽
     (15) 

Sehingga komponen tensor Ricci yang tidak 

bernilai nol adalah 

𝑅00 = −
1

2
�̈� −

1

2
�̈� −

1

4
�̇�2  

𝑅01 =
1

𝑅
𝑅′�̇� −

2

𝑅
�̇�′  

𝑅11 = 𝑒𝜇 (
1

2
�̈� +

1

4
�̇�2 +

1

𝑅
�̇� �̇�)     (16) 

+
1

𝑅
(𝜇′𝑅′ − 2𝑅′′)  

𝑅22 = 𝑅�̈� +
1

2
𝑅�̇��̇� + �̇�2 + 1  

−𝑒−𝜇 (𝑅𝑅′′ −
1

2
𝑅𝑅′𝜇′ + 𝑅′2)   

Dari komponen tensor Ricci yang ada, maka 

diperoleh skalar Ricci (𝑅), yakni 
 

𝑅 = 𝑔00𝑅00 + 𝑔01𝑅01 + 𝑔11𝑅11  

+𝑔22𝑅22 + 𝑔33𝑅33  

𝑅 = 2𝑒−𝜇 [
2𝑅′′

𝑅
+ (

𝑅′

𝑅
)

2

−
𝑅′𝜇′

𝑅
] −

2

𝑅
�̇��̇�  

−2(
�̇�

𝑅
)

2

−
2

𝑅2 − 4
�̈�

𝑅
− �̈� −

1

2
�̇�2 (17) 

Persamaan medan Einstein dapat 

diperoleh dengan menggunakan persamaan (11) 
dan menghasilkan tensor medan Einstein untuk 

komponen 00, 01, 22, dan khusus untuk 

komponen 33 tidak memberikan informasi 

yang baru karena distribusi materinya sama 
dengan komponen 22. Ungkapan dari tensor 

medan Einsteinnya diberikan oleh 

−�̈� −
4

𝑅
�̇� −

1

2
�̇�2 = 𝜅𝜌      (18) 

2�̇�′ − 𝑅′�̇� = 0       (19) 

�̈� +
1

2
�̇�2 +

2

𝑅
 �̇��̇� +       (20) 

𝑒−𝜇 (
2

𝑅
𝑅′𝜇′ −

4

𝑅
𝑅′′) = 𝜅𝜌     (21) 

2

𝑅
�̈� + 2 (

�̇�

𝑅
)

2

+
1

𝑅
�̇��̇� +

2

𝑅2      (22) 

+𝑒−𝜇 [
1

𝑅
𝑅′𝜇′ − 2 (

𝑅′

𝑅
) −

2

𝑅
𝑅′′] = 𝜅𝜌  

Untuk menyederhanakan keempat 

persamaan di atas, maka perlu mengeleminasi 

suku �̈� sehingga memberikan 3 bentuk 



Vol. 7, No. 1 – April 2022 

ISSN: 2503-5274(p), 2657-1900(e) 

18 

 

persamaan medan dengan kombinasi yang tidak 
bergantung satu sama lain, diungkapkan oleh 

𝑒𝜇(2𝑅�̈� + �̇�2 + 1) − 𝑅′2 = 0      (23) 

2�̇�′ − 𝑅′�̇� = 0       (24) 

𝑒−𝜇 [
1

𝑅
𝑅′𝜇′ − (

𝑅′

𝑅
)

2

−
2

𝑅
𝑅′′] +

1

𝑅
�̇��̇�  

+(
�̇�

𝑅
)

2

+
1

𝑅2 = 𝜅𝜌      (25) 

Dari ketiga persamaan medan di atas 

memberikan solusi yang trivial, sehingga perlu 

kondisi khusus untuk memperoleh dan akan 

dibahas selanjutnya. 
 

SOLUSI PERSAMAAN MEDAN 

EINSTEIN 

Pada bagian ini, akan dianalisis persamaan 
(23-25) yang bersifat non-linier dan 

mempunyai solusi trial sehingga memberikan 

makna fisis dari kasus tersebut.  Tinjau 

persamaan (24) dengan syarat harus memenuhi 

kondisi 𝑅′ > 0 sesuai persamaan (9), maka 

diperoleh 

𝑒𝜇 =
𝑅′2

1+𝑓(𝑟)
                                (26) 

di mana 𝑓(𝑟) adalah fungsi yang bergantung 

terhadap koordinat 𝑟 dan memenuhi kondisi 

𝑓(𝑟) > −1.  Dengan mensubtitusi persamaan 

(26) ke dalam dua persamaan medan lainnya 
persamaan (23) dan (25), maka diperoleh 

2𝑅�̈� + �̇�2 − 𝑓 = 0      (27) 
1

𝑅𝑅′ (2�̇��̇�′ − 𝑓′) +
1

𝑅2 (�̇�2 − 𝑓) = 𝜅𝜌     (28) 

Hasil integrasi dari persamaan (27) diperoleh 

ungkapan 

�̇�2 = 𝑓(𝑟) +
𝐹(𝑟)

𝑅
                  (29) 

di mana 𝐹(𝑟) merupakan fungsi sembarang 

yang merupakan fungsi dari koordinat 𝑟. 

Dengan mensubtitusi persamaan (29) ke dalam 
persamaan (28), maka memberikan ungkapan 

𝐹′

𝑅2𝑅′
= 𝜅𝜌                               (30) 

Hasil integrasi darri persamaan (29) 

terhadap koordinat waktu memberikan 

ungkapan 

𝑅(𝑡, 𝑟) = [𝑅
2

3(𝑟) ±
3

2
𝐹

1

2(𝑟) 𝑡]
2/3

     (31) 

di mana ungkapan 𝑅(𝑟) = 𝑅(0, 𝑟) 

didefenisikan sebagai 𝑅(𝑡, 𝑟) pada 𝑡 = 0. 

Dengan menggunakan persamaan (29), maka 

diperoleh ungkapan lain dari persamaan (31) di 

mana masih memenuhi syarat terhadap 

koordinat 𝑟 adalah 

𝑅(𝑡, 𝑟) = (𝜅𝜌)−2/3 [
𝑅

1
2 (𝑟)𝑅′(𝑟)

𝐹′(𝑟)
±

𝑡

2𝐹
1
2 (𝑟)

]

−
2

3

(32)  

Dengan demikian, ungkapan dari persamaan 
(30) adalah 

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑅2𝑅′) =

𝜕𝐹′

𝜕𝑡
= 0                              (33) 

Hal ini memberikan makna fisis bahwasanya 

kecepatan gerak partikel pada titik 𝑡, 𝑟 dapat 

berupa parabolik untuk 𝑓(𝑟) = 0, hiperbolik 

untuk 𝑓(𝑟) > 0 dan eliptik untuk 𝑓(𝑟) < 0 

yang diungkapkan pada persamaan (27). 
 

SOLUSI EKSTERIOR DARI METRIK 

TOLMAN 

Pada bagian ini dibahas mengenai solusi 
eksterior dari metrik Tolman yang dapat 

ditranformasi ke metrik Schwarzild, yakni 

solusi persamaan medan Einstein simetri bola 

yang statis dan dalam keadaan vakum. Untuk 

solusi eksterior, maka kasus ini 𝑟 > 𝑎, dengan 

demikian 𝑎 dapat menjadi sebuah konstanta. 

Selain itu kasus, untuk solusi eksterior, maka 
tidak terdapat distribusi materi, sehingga rapat 

materi fluida menjadi 𝜌 = 0 hanya dengan 

𝑓(𝑟) = 0 ;  

𝐹(𝑟) = 𝑟𝑠 = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛;                               (34) 

dengan mensubtitusi ke dalam persamaan (31), 
maka diperoleh ungkapan 

𝑅(𝑟) = (
3

2
)
3/2

𝑟𝑠
1/3

𝑟2/3  

𝑅(𝑡, 𝑟) = (
3

2
)
3/2

𝑟𝑠
1/3

(𝑟 − 𝑡)2/3                  (35) 

Untuk menyelesaikan kasus ini, maka 

diperlukan transformasi koordinat yang 
invarian. Transformasi koordinat tersebut 

diberikan oleh persamaan  

𝑡 = 𝑡′ + ∫
𝜓(𝑟′)𝑑𝑟′

1+𝜓(𝑟′)
  

𝑟 = 𝑡′ + ∫
1

𝜓(𝑟′)
+

𝜓(𝑟′)

1+𝜓(𝑟′)
 𝑑𝑟′                 (36) 

di mana 𝜓(𝑟′) = (
𝑟𝑠

𝑟′
)
1/2

. Dengan demikian, 

diperoleh metrik Schwarzschild dalam 
koordinat Eddington-Finkelstein yang 
bentuknya 

𝑑𝑠2 = (1 −
𝑟𝑠

𝑟′) 𝑑𝑡′2 − (1 +
𝑟𝑠

𝑟′)𝑑𝑟′2  

−2
𝑟𝑠

𝑟′ 𝑑𝑡′𝑑𝑟′ − 𝑟′2𝑑Ω2     (37) 

dengan 𝑟𝑠 adalah radius Schwarzschild. 
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MEDAN GRAVITASI SIMETRI BOLA 

YANG STATIK UNTUK FLUIDA YANG 

TIDAK DIMAMPATKAN 

Untuk kasus fluida yang tidak 
termampatkan, maka tensor energi-momentum 

yang digunakan adalah fluida ideal dengan 

kehadiran tekanan fluida, yang diungkapkan 

oleh  

𝑇𝜇𝜈 = (𝜌 + 𝑝)𝑢𝜇𝑢𝜈 − 𝑝𝑔𝜇𝜈                   (38) 

di mana 𝑐 = 1. Medan gravitasi yang ditinjau 
dalam kasus diasumsikan simetri bola dan 

dalam keadaan yang statis. Oleh karena itu, 

geometri ruang-waktu (tensor Ricci) yang tidak 
sama dengan nol adalah [17] : 

𝑒−𝜆 (
1

𝑟2 −
𝜆′

𝑟
) −

1

𝑟2 = −𝜅𝜌                  (39) 

𝑒−𝜆 (
1

𝑟2 +
𝑣′

𝑟
) −

1

𝑟2 = 𝜅𝑝                                (40) 

1

2
𝑒−𝜆 (𝑣′′ +

1

2
𝑣′ +

𝑣′−𝜆′

𝑟
−

1

2
𝑣′𝜆′) = 𝜅𝑝       (41) 

di mana 𝜆 dan 𝑣 maerupakan fungsi dari 𝑟 itu 

sendiri. Sedangkan untuk vektor 4-kecepatan 

aliran fluida 𝑢𝜇 = (𝑢0 + 𝑢𝛼) memberikan 

ungkapan 𝑢0 = 𝑢0
−1 = (𝑔00)

1/2 dan untuk 

komponen ruangnya menjadi nol 𝑢𝛼 = 0. Sama 
pada pembahasan sebelumnya, tanda prime 

menunjukkan turunan pertama terhadap 𝑟. 

Berdasarkan hukum konservatif ∇𝜈𝑇
𝜇𝜈 = 0, 

sehingga menghasilkan 

𝑝′ = −
1

2
𝜈′( 𝑝 + 𝜌 )                  (42) 

Persamaan (42) tidak independent dari 

persamaan (39 – 41) karena konsekuensi dari 

identitas Bianchi yang memberikan deskripsi 
gerak dan distribusi materi dalam ruang-waktu 

melengkung melalui hukum konservatif dari 

tensor energi momentumnya. Oleh karena itu, 
terdapat tiga persamaan (39 – 41) untuk empat 

fungsi yang tidak diketahui 𝜈, 𝜆, 𝜌, 𝑝. Dengan 

mengasumsikan bahwasanya 𝜌 bergantung 

pada 𝑟, maka 𝜈 dan 𝜆 dapat diperoleh dari 

asumsi tersebut sehingga ungkapan untuk 𝑝 

juga dapat dihitung. 
Solusi dari persamaan (39) diberikan oleh 

𝑒−𝜆 = 1 −
𝜅

4𝜋

𝑚(𝑟)

𝑟
                               (43) 

di mana 

𝑚(𝑟) = 4𝜋 ∫ 𝜌(𝑟′)𝑟′ 𝑑𝑟′𝑟

0
                  (44) 

adalah massa fluida yang terkandung dalam 

bola yang berjari-jari 𝑟. Solusi yang diberikan 

pada persamaan (44) dipilih sehingga 𝑔𝜇𝜈  

secara beraturan pada 𝑟 = 0 akan menuju ke 
bentuk Schwarzschild yang diungkapkan 

𝑒−𝜆 = 1 −
𝑟𝑠

𝑟
                                (45) 

di mana 𝑟𝑠 = 2 𝐺𝑚/𝑐2, 𝐺 adalah konstanta 

gravitasi Newton, dan 𝑚 = 𝑚(𝑟0) adalah total 
massa yang dapat menghasilkan medan 

gravitasi. Hal tersebut memenuhi jika tidak ada 

rapat materi untuk kasus jari-jari lebih besar 

dari jari-jari awalnya (𝜌(𝑟) = 0 untuk 𝑟 > 𝑟0). 

Sekarang ditinjau untuk kasus 𝑟 < 𝑟0 

dengan mengasumsikan bahwasanya rapat 

materi (𝜌) merupakan sebuah konstanta. 
Dengan demikian, untuk persamaan (42), (39), 

(40), dan (43) diperoleh ungkapan lainnya, 

yakni 

𝑒−𝜆 = 1 −
𝑟2

𝑅2                                (46) 

𝑒𝜈/2 = 𝐴 − 𝐵 (1 −
𝑟2

𝑅2
)
1/2

                   (47) 

𝑝 =
1

𝜅𝑅2
[
3𝐵(1−

𝑟2

𝑅2)

1
2
−𝐴

𝐴−𝐵(1−
𝑟2

𝑅2)

1
2

]                               (48) 

 

di mana 𝐴 dan 𝐵 adalah konstanta, dan 𝑅2 =
3

𝜅𝜌
. 

Konstanta 𝐴 dan 𝐵 dapat diselesaikan dengan 

syarat 𝑝 = 0 dan 𝑒𝜈 dapat direduksi ke dalam 
medan Schwarzschild pada permukaan bola. 

Sehingga diperoleh 

𝐴 =
3

2
(1 −

𝑟0
2

𝑅2
)
1/2

;  𝐵 =
1

2
;                 (49) 

𝑒𝜈/2 =
3

2
(1 −

𝑟0
2

𝑅2
)
1/2

−
1

2
(1 −

𝑟2

𝑅2
)
1/2

;      (50) 

𝑝 = 𝜌

[
 
 
 (1−

𝑟2

𝑅2)

1
2
−(1−

𝑟0
2

𝑅2)

1
2

3(1−
𝑟0
2

𝑅2)

1
2
−(1−

𝑟2

𝑅2)

1
2

]
 
 
 

                  (51) 

dengan syarat 𝑟0
2  <  𝑅2. Jika diasumsikan 

bahwa tekanan di dalam fluida tersebar secara 

homogen namun terbatas, dari Persamaan (42) 
dapat diperoleh kondisi yang lebih membatasi 

pada 

𝑟0
2 <

8

9
𝑅2                                (52) 

Solusi yang disajikan pada persamaan (52) 

adalah solusi untuk kasus di dalam  fluida yang 
disebut sebagai metrik interior Schwarzschild. 

Sedangkan untuk kasus di luar fluida, disebut 

metrik eksterior Schwarzschild. Solusinya 
memberikan contoh sederhana untuk 

keruntuhan fluida pada kondisi di atas. 

 

KESIMPULAN 

Persamaan medan Einstein dapat 

diperoleh dengan menggunakan analisis tensor 
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Reimann-Christoffel dalam ruang-waktu 

melengkung dimensi empat yang berbentuk 
koordinat bola simetri statis. Dalam kasus ini 

ditinjau kelengkungan ruang-waktu diakibatkan 

karena adanya distribusi materi fluida ideal 

yang dideskripsikan oleh tensor energi-
momentum. Solusi persamaan medan Einstein 

yang diperoleh sangat tidak linier, namun dapat 

diselesaikan dengan asumsi bahwa lintasan 
partikel tidak berubah sepanjang geodesik 

tersebut dalam koordinat bergerak (co-moving). 

Dengan demikian, jari-jari 𝑟 = 𝑘𝑜𝑠𝑛𝑡𝑎𝑛 pada 

titik-titik 𝑟0 dan 𝑟0 + 𝑑𝑟. 
Solusi medan Einstein yang diperoleh 

menunjukkan kecepatan gerak partikel daapat 

berupa parabolik (𝑓(𝑟) = 0), hiperbolik 
(𝑓(𝑟) > 0), dan eliptik (𝑓(𝑟) < 0). Selain itu, 

diperoleh juga solusi eksterior simetri bola 

untuk metrik Tolman oleh persamaan (37). 

Untuk kasus 𝑟 → ∞, maka sumber medan 
gravitasi dalam hal ini distribusi fluida jauh dari 

medan sehingga ruang-waktu melengkung 

(Riemann) dimensi empat dapat direduksi 
menjadi ruang-waktu datar dimensi empat 

(Minkowski). 

Solusi medan gravitasi untuk kasus fluida yang 

tidak dapat dimampatkan harus memenuhi 
identitas Bianchi yang memberikan deskripsi 

gerak dan distribusi materi dalam ruang-waktu 

melengkung melalui hukum konservatif melalui 
tensor energi momentum. Solusi yang diperoleh 

untuk 𝑟 > 𝑟0 memberikan makna bahwa tidak 

ada rapat materi 𝜌(𝑟) = 0 di luar dari bola 

fluida yang tidak dapat dimampatkan dan biasa 
disebut sebagai solusi eksterior Schwarzschild. 

Sedangkan untuk 𝑟 > 𝑟0 menjelaskan bahwa 

rapat materi 𝜌(𝑟) = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛 sehingga kembali 
menjadi solusi Schwarzschild. Dengan 

membangun asumsi bahwa tekanan fluida 

tersebuar secara homgen dan terbatas, maka 
memberikan batasan untuk solusi interior 

Schawrzschild yakni 𝑟0
2 <

8

9
𝑅2. Solusi 

merupakan contoh sederhana untuk keruntuhan 

fluida pada syarat tersebut. 
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