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Abstrak: Salah satu subbab yang dipelajari dalam graf adalah pewarnaan graf. Definisi dari
pewarnaan ketakteraturan lokal, yaitu : (i)l : V(G) — {1,2,3,...,k} merupakan pelabelan titik
ketakteraturan dan w : V(G) — N, untuk setiap wv € E(G),w(u) # w(v) dengan w(u) =
> (wen () L(v) dan (i) Opt(l) = min{max(l;);l; pelabelan titik ketakteraturan}. Bilangan kromik dari
pewrnaan titik ketakteraturan lokal dinotasikan dengan x;;5(G). Bilangan kromatik merupakan
warna minimum yang digunakan dalam pewarnaan titik ketakteraturan lokal. Artikel ini akan
dibahas tentang pewarnaan titik ketakteraturan loal pada graf hasil operasi subdivisi graf helm (graf
Sy (Hy).

Kata Kunci: Pewarnaan titik, Ketakteraturan lokal, Subdivisi, Graf helm

Abstract: One of the sub-chapters studied in graphs is local irregularity vertex coloring of graph.
The based on definition of local irregularity vertex coloring of graph, as follow : (i)l : V(G) —
{1,2,3,...,k} as a vertex irregular labeling and w : V(G) — N, for every wv € E(G),w(u) #
w(v) with w(u) = 3,y 1(v) and (i) Opt(l) = min{max(l;);/; is a vertex irregular labeling}. The
chromatic number of the local irregularity vertex coloring of G denoted by x;;s(G), is the minimum
cardinality of the largest label over all such local irregularity vertex colorings. In this article, discuss
about local irregularity vertex coloring of subdivision by helm graph (S,(H,,)).

Keywords: Vertex coloring, local irregularity, Subdivision, Helm graph

1. Pendahuluan

Graf merupakan ilmu terapan dari ilmu matematika. Teori Graf pertama kali muncul oleh
matematikawan asal Swiss yaitu Leonhard Euler dalam menyelesaikan permasalahan Jembatan
Konigsberg. Daniel dan Taneo [1] menyebutkan bahwa graf digunakan untuk menggambarkan
objek-objek diskrit dan keterkaitannya antar objek-objek tersebut. Suatu graf adalah himpunan
titik dan sisi dengan himpunan titik merupakan himpunan kosong berhingga dan sisi merupakan
himpunan berhingga (boleh kosong) dari pasangan titik [2-6].  Salah satu subbab yang
dipelajari dalam graf adalah pewarnaan graf. Pewarnaan sendiri ada tiga jenis yaitu pewarnaan
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titik, pewarnan sisi dan pewarnaan wilayah. Pewarnaan titik pada graf adalah memberikan
warna berbeda pada titik yang saling bertetangga [7-9]. Banyaknya warna minimum yang
digunakan dalam pewarnaan graf disebut sebagai bilangan kromatik [10-12]. Banyak ilmuwan
mengembangkan tentang pewarnaan salah satunya adalah pewarnaan titik ketakteraturan lokal.
Pewarnaan titik ketakteraturan lokal adalah meminimalkan label titik dan meminimalkan jumlah
warna titik pada suatu graf G yang merupakan kombinasi dari pelabelan ketakteraturan dan
pewarnaan titik [8]. Berikut ini definisi pewarnaan titik ketakteraturan lokal oleh Kristiana [10]:

Definisi 1.1. Misalkan [ : V(G) — {1,2,3,...,k} dengan | merupakan fungsi pelabelan titik dan
w : V(G) — N didefinisikan sebagai w(u) = >~ ¢ n(y) {(v) dengan w merupakan fungsi bobot. Fungsi
w disebut pewarnaan titik ketakteraturan lokal, jika :

a. Opt(l) = min{max(l;);l; fungsi label }
b. Untuk setiap uv € E(G), w(u) # w(v).

Definisi 1.2. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal yang dinotasikan dengan x;;s(G) didefinisikan
sebagai x;is(G) = min{|w(V(G))|} ; dengan w merupakan pewarnaan titik ketakteraturan lokal.

Lemma 1.1. Untuk graf G sederhana dan terhubung x;;s(G) > x(G).

Observasi 1.1. Graf terhubung G, apabila suatu titik yang berdekatan memiliki derajat yang berbeda,
maka opt(l) = 1.

Observasi 1.2. Graf terhubung G, apabila suatu titik yang berdekatan memiliki derajat yang sama,
maka opt(l) > 2.

2. Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode deduktif aksiomatik dan
pendeteksian pola. Metode deduktif aksiomatik adalah metode penelitian menggunakan prinsip-
prinsip pembuktian deduktif yang berlaku dalam logika matematika dengan menggunakan aksioma
atau teorema yang ada kemudian diterapkan dalam pembuktian pewarnaan titik ketakteraturan
lokal hasil operasi subdivisi graf helm. Metode pendeteksian pola adalah mencari pola dari bilangan
kromatik dari graf S, (H,,).

3. Hasil dan Pembahasan

Teorema 3.1. Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada graf subdivisi Sy(Hy,) untuk n > 3 adalah

5, untukn =4,6
6, untukn=3,5

untukn = 0( mod 2);n > 8
7, untukn=1( mod 2);n >7

Bukti. Graf subdivisi Sy(H,) memiliki himpunan titik dan sisi yaitu V(S,(H,)) = {z} U
{1’171',%,3327@'; 1 < 7 < n} dan E(Sg(Hn)) = {xyi,yz‘xl,i,.’L‘1’i$17i+1,1’17ix27i; 1 < 7 < n} Sehingga jumlah
titiknya adalah |V (Sy(H,))| = 3n+1 dan jumlah sisinya | E(Sy(H,))| = 4n, untuk n > 3. Pembuktian
selanjutnya dibagi menjadi empat kasus yaitu :

Kasus 1. Untuk n = 4,6

Pada graf S,(H,) terdapat titik yang bertetangga memiliki derajat sama contohnya titik z; ; dan
x1,2, maka sesuai dengan Observasi 1.2 diperoleh nilai optimum dari fungsi label yaitu opt(l) > 2.
Selanjutnya, akan dibuktikan batas bawah dari bilangan kromatik pewarnaan titik ketakteraturan
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Tabel 3.1: Kemungkinan Bobot Titik Graf S,(H,)

IQJ,ISZ.S’IL 1 1§w(z21)§2
yi,1<i<n 2 1<w(y;) <4
$171,1§Z.§7‘L 4 1§w(x11)§8

x n 1 <w(x) <2n

lokal. Sesuai Lemma 1.1 diperoleh x;;s(Sq(Hp)) > x(S¢(Hyn)) = 3. Asumsikan x;i5(Sg(H,)) = 4 dan
pada graf S,(H,,) diketahui memiliki 4 macam derajat titik. Berikut ini adalah tabel kemungkinan
bobot titik saat n = 4, 6 dengan opt(l) = 2.

Apabila x2 3, 21, yi, x € V(S4(Hy)) dilabeli dengan 1 dan 2 maka diperoleh kemungkinan bobot
titik sebagai berikut :

a. ]1ka l(.%'gji) = 1;l(yi) = l;l(afLi) = 1;[(1‘) = 2untuk 1 < ) < n maka w(mm) = w(mlyg).

b. Jika l(z2,;) = 1;i(z1;) = 1 untuk i = 1( mod 2);l(z1,;) = 1 untuk i = 0( mod 2);l(y;) =
1;l(z) = 1 maka warna titik lebih dari 4.

c. Jikal(zz;) = 1;1(x1;) = 1 untuk ¢ = 1( mod 2);i(z1;) = 1 untuk i = 0( mod 2);1(y;) =
1;l(x) = 2 maka w(z) = w(y2).

Berdasarkan pernyataan diatas terdapat warna titik lebih dari 4 pada titik g ;, 214, yi, © € V(Sy(Hxy)).
Selanjutnya, pilih titik w(z ;) dan w(xyi41),
w(xu) :l(l'gﬂ;) + l(l‘l’prl) + l(yl) + l(ZL‘Ln) =142414+2=6 (31)
w(r1i41) =U@241) + U @1iv2) +Uy) +l(z1) =1+1+1+1=4 (3.2)
Berdasarkan Persamaan 3.1 dan 3.2, didapatkan w(x;;) # w(x1,+1) memenuhi Definisi 1.1. Jadi,
batas bawah dari graf S,(H,,) pada saat n = 4, 6 adalah x;;5(S4(H,)) > 5.
Selanjutnya, akan dibuktikan batas atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal graf S,(H,,).
Berikut ini fungsi label yang didefinisikan I : V' (S,(H,,)) — {1,2} :
l(xg1) =1, untuk1 <i<n
) 1, untukl<i<n;i=1( mod 2)
r14) =
b 2, untuk2<i<n—1;i=0( mod 2)
l(y;) =1, untuk 1 <i<n
l(xz) =1
Dari fungsi label tersebut dengan opt(l) = 2, didapatkan fungsi bobot sebagai berikut :

(221) 1, untukl1<i<n-—1;i=0( mod 2)
w(xe1) =
2 2, untuk2 <i<n;i=0( mod 2)

(212) 4, untuk2 <i<mn;i=1( mod 2)
wlr14) =
Y716, untuk1<i<n—1;i=0( mod 2)

(1) 2, untukl1<i<n-1;i=0( mod 2)
w(y;) =
vi 3, untuk2 <i<mn;i=0( mod 2)

Himpunan bobot titik graf Sy(H,) yaitu {1,2,3,4,6}, maka batas atas dari bilangan kromatik
ketakteraturan lokal yaitu x;;s(Sq(Hp)) < |w(V(S¢(Hy)))| = 5. Jadi, dari batas bawah dan batas atas
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diperoleh 5 < x;i5(Sg(Hy)) < 5, maka bilangan kromatik dari graf S,(H,,) adalah x;;5(Sq(Hy)) = 5
pada saat n = 4, 6.

Kasus 2. Untuk n = 3,5

Pada graf S,(H),) terdapat titik yang bertetangga memiliki derajat sama contohnya titik ;; dan
x1,2, maka sesuai dengan Observasi 1.2 diperoleh nilai maksimum dari fungsi label yaitu opt(l) > 2.
Selanjutnya, akan dibuktikan batas bawah dari bilangan kromatik pewarnaan titik ketakteraturan
lokal. Sesuai dengan Lemma 1.1, diperoleh x;s(Sq(Hyn)) > x(S¢(H,)) = 3. Asumsikan
X1is(Sq(Hy)) = 5. Berikut ini tabel kemungkinan bobot titik saat n = 3,5 dengan opt(l) = 2.

Tabel 3.2: Kemungkinan Bobot Titik Graf S,(H,)

91,1 <i<n 1 1 <w(zen) <2
yi,1<i<n 2 1<w(y;) <4
xlﬁl,lgign 4 1§w(x171)§8

x n 1<w(z)<2n

Apabila 3 ;, 21,3, y;,x € V(Sy(Hy)) dilabeli dengan 1 dan 2 maka diperoleh kemungkinan bobot
titik sebagai berikut :

a. Jikal(z2;) = L;l(y;) = 1;l(x14) = 1; () = 2untuk 1 <4 < nmaka w(z1,) = w(z12).

b. Jika l(z2;) = 1;l(z1;) = 1 untuk ¢ = 1( mod 2);l(z1;) = 2 untuk ¢ = 0( mod 2);l(y;) =
L;l(z) = 1 maka w(z1,;) = w(z1,p).

c. Jikal(ze;) = 1;1(z1,;) = 1 untuk ¢ = 1( mod 2);l(x1;) = 2 untuk ¢ = 0( mod 2);1(y;) = 2
untuk ¢ = n;[(x) = 1 maka warna titik lebih dari 5.

d. Jika l(z2;) = 1;l(z1,) = 2 untuk ¢ = 1( mod 2);/(z1;) = 1 untuk ¢ = 0( mod 2);I(y;) =
1;l(y;) = 2 untuk i = n;l(x) = 2 maka w(z) = w(y2) saat n = 3.

Berdasarkan pernyataan diatas terdapat 6 warna pada titik x2 ;, 1, yi, ¢ € V(S,(Hy)). Selanjutnya,
plllh titik w(a:lyi) dan w(:pLiH),

w(zr;) =l(x2:) + U xriv) U yi) +U(z10) =14+24+1+2=06 (3.3)
w(l‘lﬂ'_;,_l) :l(:UQ,H_l) + l($17i+2) + l(yz + Z(Ilﬂ') =1 + 1 + 1 + 1=4 (34)

Berdasarkan Persamaan 3.3 dan 3.4, didapatkan w(x1;) # w(z14+1) memenuhi Definisi 2.5.1. Jadi,
batas bawah dari graf S,(H,,) pada saat n = 3,5 adalah x;;5(S4(H,,)) > 6.

Selanjutnya, akan dibuktikan batas atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal graf S,(H,,).
Berikut ini fungsi label yang didefinisikan I : V(S,(Hy,)) — {1,2} :

l(xzg1) =1, untuk1 <i<n

i) 1, untuk1l<i<n;i=1( mod 2)
T14) =
Y12, untuk2<i<n—1;i=0( mod 2)

1, untuk1<i<n
Uyi) = .
2, untuki=n
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Dari fungsi label tersebut dengan opt(l) = 2, didapatkan fungsi bobot sebagai berikut :

w(xg1) =1, untuk 1 <i<n

4, untuk2 <i<n;i=0( mod 2)
w(z1,;) =45, untuki=1

6, untuk3<i<n-1;i=1( mod 2)

(1) 2, untukl1<i<n-1;¢=0( mod 2)
w\Y;) =

Y 3, untuk2 <i<n;i=0( mod2)
w(z) =4,6

Berdasarkan fungsi bobot tersebut diperoleh himpunan bobot titik yaitu {1, 2,3, 4, 5,6}, maka batas
atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal yaitu x;is(Sg(Hy)) < |w(V(Se(Hy)))| = 6. Jadi,
berdasarkan batas atas dan batas bawah diperoleh 6 < x;;5(S4(H,)) < 6, maka bilangan kromatik
dari graf S, (H,,) adalah x;;s(S¢(Hy)) = 6 pada saatn = 3,5

Kasus 3. Untuk n = 0( mod 2);n > 8

Pada graf S,(H,) terdapat titik yang bertetangga memiliki derajat sama contohnya titik ;; dan
21,2, maka sesuai dengan Observasi 1.2 diperoleh nilai maksimum dari fungsi label yaitu opt(l) > 2.
Selanjutnya, akan dibuktikan batas bawah dari bilangan kromatik pewarnaan titik ketakteraturan
lokal. Sesuai dengan Lemma 1.1, diperoleh xys(Sy(Hn)) > x(S¢(Hn)) = 3. Asumsikan
Xiis(Sg(Hyn)) = 5 dan pada graf (S,(H,)) diketahui memiliki 4 macam derajat titik. Berikut ini
merupakan tabel kemungkinan bobot titik saat n = 0( mod 2) dengan opt(l) = 2.

Tabel 3.3: Kemungkinan Bobot Titik Graf .S, (H.,,)

$2’1,1§i§’n 1 1§w(;v2,1)§2
yi,1<i<n 2 1<w(y;) <4
11,1 <i<n 4 1<w(z11) <8

x n 1<w(z)<2n

Apabila 2 ;, 1,3, y;, € V(Sy(H,)) dilabeli dengan 1 dan 2 maka diperoleh kemungkinan bobot
titik sebagai berikut :

a. Jikal(z2;) = L;l(y;) = 1;l(x14) = 1; () = 2untuk 1 <4 < nmaka w(z1,1) = w(z12).

b. Jika l(z2;) = 1;l(z1;) = 1 untuk ¢ = 1( mod 2);l(z1;) = 1 untuk ¢ = 0( mod 2);l(y;) =
1;l(x) = 1 maka warna titik lebih dari 5.

c. Jika l(x2;) = 1;l(z1;) = 1 untuk ¢ = 1( mod 2);l(x1;) = 1 untuk i = 0( mod 2);1(y;) =
1;l(x) = 2 maka warna titik lebih dari 5.

Berdasarkan pernyataan diatas terdapat 6 warna pada titik xg;, 1,4, i, © € V(Sy(Hy)). Selanjutnya,
pﬂih titik w(xu) dan w(xuﬂ),

w(z;) =Uz2:) +Uz1i41) +U(ys) +U(z1) =1+24+14+1=5 (3.5)
w(xit1) =l (@2,i41) + Uz i42) +Uyi) +U(z1,) =1+1+14+1=4 (3.6)

Berdasarkan Persamaan 3.5 dan 3.6, didapatkan w(x1;) # w(z1+1) memenuhi Definisi 2.5.1. Jadi,
batas bawah dari graf S,(H,,) pada saat n == ( mod 2);n > 8 adalah x;;5(S¢(Hy)) > 6.
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Selanjutnya, akan dibuktikan batas atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal graf S,(H,,).
Berikut ini fungsi label yang didefinisikan I : V' (S,(H,)) — {1,2} :

l(xzg1) =1, untuk1 <i<n
- _{1, untuk 1 gz:gn;z': 1'( mod 2)
’ 2, untuk2<i<n-—1;:=0( mod 2)
l(yi) =1, untuk 1 <i<n
l(z) =1

Dari fungsi label tersebut dengan opt(l) = 2, didapatkan fungsi bobot sebagai berikut :

(221) 1, untukl1<i<n-—1;5=0( mod 2)
wlx =
27 )2, untuk2<i<nyi=0( mod 2)

(212) 4, untuk2 <i<n;i=0( mod 2)
wlr14) =
Y76, untuk1<i<n—1;i=1( mod 2)

(1) 2, untuk1<i<n-1;i=1( mod 2)
w(y;) =
v 3, untuk2<i<n;i=0( mod 2)

w(zx) =n

Berdasarkan fungsi bobot tersebut diperoleh himpunan bobot titik yaitu {1,2,3,4,5,6,n}, maka
batas atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal yaitu x;is(Sq(Hr)) < |w(V(Sg(Hy)))| = 6.
Jadi, berdasarkan batas atas dan batas bawah diperoleh 6 < x;;5(S4(Hy,)) < 6 , maka bilangan
kromatik dari graf S, (H,,) adalah x;;5(S4(Hy)) = 6 padasaatn = 0( mod 2);n > 8

Kasus 4. Untuk n = 1( mod 2);n > 7

Pada graf S,(H,) terdapat titik yang bertetangga memiliki derajat sama contohnya titik z;; dan
x1,2, maka sesuai dengan Observasi 1.2 diperoleh nilai maksimum dari fungsi label yaitu opt(l) > 2.
Selanjutnya, akan dibuktikan batas bawah dari bilangan kromatik pewarnaan titik ketakteraturan
lokal. Sesuai dengan Lemma 1.1, diperoleh x;s(Sq(Hpn)) > x(S4(H,)) = 3. Asumsikan
Xiis(Sq(Hy)) = 6 dan pada graf (S,(H,)) diketahui memiliki 4 macam derajat titik. Berikut ini
merupakan tabel kemungkinan bobot titik saat n = 0( mod 2);n > 7 dengan opt(l) = 2.

Tabel 3.4: Kemungkinan Bobot Titik Graf S,(H,)

$2’1,1§’i§n 1 1§w(m2’1)§2
yi,1<i<n 2 1<w(y) <4
xl,l,lgign 4 1§w(m1’1)§8

x n 1<w(z)<2n

Apabila x2;, 1, yi, ¢ € V(S4(Hy)) dilabeli dengan 1 dan 2 maka diperoleh kemungkinan bobot
titik sebagai berikut :

a. ]1ka l(.%'gji) = 1;l(yi) = l;l(JZLZ') = 1;[(1‘) = 2untuk 1 < ) < n maka w($171) = w(a:lyg).

b. Jika l(z2,;) = 1;i(z1;) = 1 untuk i = 1( mod 2);l(z1,;) = 1 untuk i = 0( mod 2);l(y;) =
1;l(z) = 1 maka w(z1,1) = w(x2).

c. Jika l(z9;) = 1;l(z1;) = 1 untuk ¢ = 1( mod 2);{(x1;) = 1 untuk ¢ = 0( mod 2);1(y;) =
1;l(x) = 2 untuk ¢ = n;Il(xz) = 1 maka warna titik lebih dari 6.

d. Jika l(z2;) = 1;l(z1,;) = 1 untuk i = 1( mod 2);l(z1;) = 1 untuk ¢ = 0( mod 2);{(y;) =
1;1(z) = 2 untuk i = n;l(x) = 2 maka w(z) = w(yz) saat n = 3.
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Berdasarkan pernyataan diatas terdapat 7 warna pada titik x2;, x14,yi, ¢ € V(Sg(Hy)). Selanjutnya,
pﬂih titik w(ZL‘Li) dan ’LU(IL‘17¢+1),

w(zr;) =Uz2:) + Uz1i41) HUys) +U(z1) =1+24+14+1=5 (3.7)
’U)(foH_l) =l($2,i+1) + l(:L'LH_Q) + l(y,) + l(xu) =1+1+1+1=4 (38)

Berdasarkan Persamaan 3.7 dan 3.8, didapatkan w(x1;) # w(z1+1) memenuhi Definisi 2.5.1. Jadi,
batas bawah dari graf S,(H,,) pada saat n == ( mod 2);n > 7 adalah x;;s(Sq(Hp)) > 7.

Selanjutnya, akan dibuktikan batas atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal graf S,(H,,).
Berikut ini fungsi label yang didefinisikan I : V' (S,(Hy,)) — {1,2} :

l(z21) =1, untuk 1 <i<n

) 1, untuk1l<i<n;i=1( mod 2)
xr1.,) =
M2, untuk2<i<n—1i=0( mod 2)

1, untukl1<i<n-1
2, untuki=n

Dari fungsi label tersebut dengan opt(l) = 2, didapatkan fungsi bobot sebagai berikut :

w(xg1) =1, untuk 1 <i<n

4, untuk2 <i<n;i=0( mod 2)
w(z1;) =45, untuki=1

6, untuk3 <i<n-1;i=1( mod 2)

(1) 2, untukl1l<i<n-—1;:=1( mod 2)
w(y;) =
vi 3, untuk2<i<n;i=0( mod 2)

w(x) =n

Berdasarkan fungsi bobot tersebut diperoleh himpunan bobot titik yaitu {1,2,3,4,5,6,n}, maka
batas atas dari bilangan kromatik ketakteraturan lokal yaitu x;;s(Sq(Hp)) < |w(V(Se(Hp)))| = 7.
Jadi, berdasarkan batas atas dan batas bawah diperoleh 7 < x;;5(S¢(Hy)) < 7, maka bilangan
kromatik dari graf Sy(H,) adalah x;;s(S4(Hy)) = 7 pada saat n = 0( mod 2);n > 7. Berikut adalah
contoh gambar pewarnaan titik ketakteraturan lokal S,(Hy4).

Gambar 3.1: Pewarnaan Titik Ketakteraturan Lokal pada Graf S,(H,)
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4. Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian diperoleh teorema baru tentang bilangan kromatik ketakteraturan
lokal pada graf hasil operasi sudivisi graf helm, yaitu : Bilangan kromatik ketakteraturan lokal pada
graf subdivisi Sy(H,,) untuk n > 3 adalah

5, untukn =4,6
6, untukn =3,5

untukn =0 mod 2;n > 8
7, untukn=0( mod2);n>7

5. Saran

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan mengenai pewarnaan titik ketakteraturan lokal
pada hasil operasi subdivisi graf helm, untuk penelitian selanjutnya disarankan melakukan
penelitian serupa untuk jenis graf lainnya terutama graf hasil operasi subdivisi .
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