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Abstrak: Dalam ilmu molekul kimia, teori graf digunakan untuk merepresentasikan bentuk suatu
molekul, dimana himpunan simpul merupakan unsur kimianya dan himpunan sisi merupakan
ikatan pada molekul kimia. Teori graf dalam ilmu matematika diterapkan dalam berbagai hal, salah
satunya pada representasi grup. Penelitian ini akan membahas mengenai indeks topologi dari graf
koprima dari grup dihedral. Adapun metode yang digunakan adalah dengan membaca beberapa
referensi terkait dengan grup dihedral, graf koprima, dan indeks topologi. Pada studi ini didapatkan
hasil-hasil berupa indeks Harmonik, indeks Harary, indeks Zagreb pertama, indeks Gutman, dan
indeks Weiner.

Kata Kunci: Grup Dihedral, Graf Koprima, Indeks Topologi

Abstract: In the field of molecular chemistry, graph theory is utilized to represent the structure of a
molecule, where the set of nodes corresponds to its chemical elements and the set of edges represents
the bonds within the chemical molecule. Graph theory, a mathematical discipline, finds application
in various domains, one of which is group representation. This research will delve into the topic
of the topological indices of the coprime graph of dihedral groups. The methodology employed
involves reviewing several references related to dihedral groups, coprime graphs, and topological
indices. This study yields results in the form of Harmonic index, Harary index, first Zagreb index,
Gutman index, and Wiener index.
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1. Pendahuluan

Dalam ilmu kimia, indeks topologi digunakan untuk merepresentasikan bentuk suatu molekul,
di mana himpunan simpul merupakan unsur kimianya dan himpunan sisi merupakan ikatan pada
molekul kimia. Hal penting di mana konektivitas ikatan atom bergantung pada indeks topologi
suatu graf [1]. Indeks topologi suatu graf adalah bilangan yang invarian di bawah automorfisme
graf. Indeks topologi berbasis derajat, berbasis jarak, dan berbasis eksentrisitas adalah tiga klasifikasi
utama oleh [2].
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Teori graf juga sering diterapkan dalam ilmu matematika. Beberapa jenis graf yang sering
diterapkan dalam ilmu matematika seperti graf invers, graf identitas, graf koprima, graf non-
koprima, graf commuting, graf non-commuting, dan graf-graf lainnya. Graf-graf tersebut digunakan
untuk merepresentasikan grup, sehingga teori graf dan teori grup sering dikombinasikan dalam
penelitian. Dalam penelitian ini, dibahas mengenai representasi grup dihedral pada graf koprima.
Graf koprima merupakan graf yang dibangun secara hingga dengan simpul yang terdiri atas semua
elemen di G dan dua simpul dikatakan bertetangga jika memiliki orde yang relatif prima. Penelitian
mengenai graf koprima dari grup dihedral telah dilakukan pada beberapa studi [3–5] mengenai graf
koprima dari grup generalized quarternion. Penerapan teori graf lebih lanjut pada ilmu matematika
adalah dalam menentukan indeks topologi. Penelitian tentang indeks topologi telah dilakukan oleh
[6–8] yang membahas indeks harmonik, indeks Zagreb, indeks Weiner dan indeks Gutman dari
graf koprima maupun graf pangkat dari grup dihedral, grup quternion yang diperumum atau grup
bilangan bulat modulo.

Pada penelitian ini akan dibahas mengenai beberapa indeks topologi dari graf koprima dari grup
dihedral dengan orde bilangan prima berpangkat. Adapun indeks topologi yang dibahas lebih lanjut
adalah indeks Harmonik, Harary, Zagreb pertama, Gutman, dan Wiener.

2. Metode Penelitian

Jenis penelitian dalam artikel ini adalah kajian pustaka (studi literatur) yaitu penelitian yang
dilakukan dengan mempelajari berbagai referensi dengan judul yang diangkat oleh penulis.
Penelitian dilakukan dengan membaca, mengkaji, dan memahami referensi yang berasal dari buku
maupun sumber bacaan yang lain seperti jurnal, makalah-makalah yang memuat topik ataupun
materi yang berkaitan dengan grup, grup dihedral, graf koprima, indeks topologi serta beberapa
topik yang dibutuhkan untuk menunjang penelitian ini. Adapun langkah-langkah penelitian sebagai
berikut:

1. Studi literatur yaitu mencari dan mempelajari sumber literatur yang berhubungan dengan
grup, grup dihedral, graf, graf koprima, indeks topologi serta beberapa topik yang dibutuhkan
untuk menunjang penelitian ini.

2. Menentukan orde dari setiap anggota grup dihedral agar diketahui informasi bentuk graf
koprima.

3. Membentuk graf koprima dari grup dihedral.
4. Melakukan percobaan berdasarkan graf koprima dari grup didihedral menggunakan definisi

dari beberapa indeks topologi yang telah ditentukan.
5. Membuat konjektur, yaitu menduga beberapa indeks topologi berdasarkan hasil percobaan

yang dilakukan.
6. Membuktikan konjektur, yakni membuktikan dugaan sehingga didapatkan beberapa indeks

topologi dari graf koprima dari grup dihedral.
7. Menarik kesimpulan dari penelitian yang sudah dilakukan.

3. Hasil dan Pembahasan

Penelitian ini membahas indeks Harmonik, indeks Harary, indeks Zagreb Pertama, indeks
Gutman, dan indeks Weiner dari graf koprima dari grup dihedral. Suatu grup dengan n ≥ 3 dan
dibangun oleh elemen a, b ∈ G sehingga G = {a, b|an = e, b2 = e, bab−1 = a−1} disebut Grup
Dehidral 2n, dinotasikan D2n. Berikut definisi dari grup Dihedral dan graf koprima [9].

Definisi 3.1. Misalkan grup G dikatakan grup dihedral dengan orde 2n, n ≥ 3, dan n ∈ N adalah
grup yang dibangun oleh elemen a, b ∈ G yang dinotasikan dengan G = {a, b|an = e, b2 = e, bab−1 =
a−1}.
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Misal diberikan G grup berhingga, maka dapat grup G dapat diasosiasikan dengan graf yang
dinamakan graf koprima. Dimana semua elemen dari G menjadi simpul graf, lebih jauh, dua buah
simpul yang berbeda disebut bertetangga apabila order dari dua buah simpul adalah satu atau relatif
prima. Berikut diberikan definisi dari Graf Koprima.

Definisi 3.2. [10] Misalkan G grup hingga, graf koprima dari grup G yang dinotasikan dengan ΓG

adalah graf dengan simpul yang terdiri dari semua elemen dari G dengan dua simpul berbeda x dan
y dari ΓG dikatakan bertetangga apabila (|x|, |y|) = 1.

Contoh dari graf koprima dapat dilihat pada Gambar 1 di bawah ini. Gambar 3.1 (a) adalah graf
koprima dari grup Z6, yaitu ΓZ6 . Sedangkan Gambar 3.1 (b) adalah graf koprima dari grup S3, yaitu
ΓS3

Gambar 3.1: Graf Koprima dari Z6 dan S3

(a) (b)

Derajat dari simpul suatu graf koprima dihedral memiliki karakteristik, sesuai dengan bentuk
simpul. Karakteristik ini telah dilakukan oleh [11]. Lebih jelas, dapat dilihat pada Teorema 3.1.

Teorema 3.1. Misalkan D2n grup dihedral dengan n ≥ 3. Jika n bilangan prima, maka derajat simpul dari
graf koprima dari D2n adalah

a. degD2n
(ai) = n+ 1,∀i ∈ Z, 2 ≤ i ≤ n

b. degD2n
(aib) = n,∀i ∈ Z, 1 ≤ i ≤ n

c. degD2n
(e) = 2n− 1

Suatu graf dikatakan tripartit jika graf tersebut dapat dipartisi menjadi tiga subhimpunan partisi,
di mana setiap simpul pada subhimpunan partisi tidak ada yang bertetangga, atau sebuah sisi selalu
menghubungkan dua simpul dari submimpunan partisi yang berbeda. Dan graf dikatakan tripartit
lengkap apabila setiap dua simpul dari dua subhimpunan partisi yang berbeda pasti bertetangga
Selanjutnya pada graf koprima dari grup dihedral, terdapat suatu kondisi yang yang mengakibatkan
graf yang terbentuk adalah tripartit lengkap. Graf koprima dari grup dihedral pasti membentuk graf
tripartit lengkap apabila n = pk dengan p adalah bilangan prima yang tidak sama dengan 2. Lebih
jauh, sifat ini dituangkan pada Teorema 3.2 sebagai berikut [3].

Teorema 3.2. Misalkan n = pk untuk suatu k ∈ N dan p bilangan prima dengan p ̸= 2 graf koprima dari
D2n adalah tripartit lengkap.

Dalam hal ini, akan difokuskan pada penelitian tentang membahas indeks Harmonik, indeks
Harary, indeks Zagreb pertama, indeks Gutman dan indeks Weiner. Teorema 3.1 dan Teorema 3.2
di atas akan digunakan dalam pembuktian karakteristik topologi indeks. Berikut diberikan definisi
tentang indeks Harmonik.
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Definisi 3.3. Indeks harmonik graf dinotasikan sebagai H(G) didefinisikan sebagai

H(G) =
∑

u,v∈E(G)

2

deg(u) + deg(v)

dengan deg(u) merupakan derajat simpul u yaitu banyaknya simpul v ̸= u yang bertetangga dengan
simpul u.

Berikut diberikan contoh dari indeks Harmonik, di mana grupnya menggunakan grup dihedral.

Contoh 3.1. Misalkan ΓD6 merupakan graf koprima dari D6 dengan D6 = {a, a2, e, b, ab, a2b}.
Berdasarkan Teorema 3.1, graf yang terbentuk adalah graf tripartit lengkap. Akibatnya, derajat
simpul e adalah 5. Selanjutnya, jika diperhatikan, derajat simpul dari unsur rotasi dan refleksi secara
berturut–turut adalah 4 dan 5. Oleh karena itu, indeks harmonik dari ΓD6 adalah sebagai berikut.

H(ΓD6) =
∑

u,v∈E(G)

2

deg(u) + deg(v)

=
2

deg(e) + deg(a)
+

2

deg(e) + deg(a2)
+

2

deg(e) + deg(b)
+

2

deg(e) + deg(ab)

+
2

deg(e) + deg(a2b)
+

2

deg(a) + deg(b)
+

2

deg(a) + deg(ab)
+

2

deg(a) + deg(ab)

+
2

deg(a2) + deg(b)
+

2

deg(a2) + deg(ab)
+

2

deg(a2) + deg(ab)

=
2

5 + 4
+

2

5 + 4
+

2

5 + 3
+

2

5 + 3
+

2

5 + 3
+

2

4 + 3
+

2

4 + 3
+

2

4 + 3
+

2

4 + 3
+

2

4 + 3

+
2

4 + 3
+

2

4 + 3

=
2

9
+

2

9
+

2

8
+

2

8
+

2

8
+

2

7
+

2

7
+

2

7
+

2

7
+

2

7
+

2

7

=2

(
2

9

)
+ 3

(
2

8

)
+ 6

(
2

7

)
=
4

9
+

3

4
+

12

7

Berdasarkan Contoh 3.1, maka dapat mengkonstruksi indeks Harmoik graf koprima dari grup
dihedral. Indeks Harmonik ini dapat dilihat pada Teorema 3.3 sebagai berikut.

Teorema 3.3. Misalkan ΓD2n graf koprima dari grup dihedral. Jika n = pk dengan p bilangan prima, p ̸= 2
dan k ∈ N maka indeks harmonik dari graf koprima dari grup dihedral adalah

H(ΓD2n) =
2n− 2

3n
+

2n

3n− 1
+

2n2 − 2n

2n+ 1

Bukti. Misalkan ΓD2n graf koprima dari grup dihedral. Ambil n = pk dengan p bilangan prima,
p ̸= 2 dan k ∈ N. Diperoleh graf koprima dengan 3 partisi yakni V1 = {e}, V2 = {a, a2, . . . , an−1}, dan
V3 = {b, ab, a2b, . . . , an−1b}. Berdasarkan Teorema 3.2, diperoleh derajat unsur pada V1 adalah 2n−1,
derajat pada V2 adalah n+ 1, dan derajat pada V3 adalah n.

Sehingga, indeks harmonik dari ΓD2n adalah sebagai berikut.

H(G) =
∑

u,v∈E(G)

2

deg(u) + deg(v)

=
∑

v∈V1,w∈V2

2

deg(v) + deg(w)
+

∑
v∈V1,w∈V3

2

deg(v) + deg(w)
+

∑
v∈V1,w∈V2

2

deg(v) + deg(w)
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Berdasarkan definisi grup dihedral dan Teorema 3.1, maka diperoleh jumlah pasangan simpul dari
V1 dan V2 adalah n − 1, jumlah pasangan simpul dari V1 dan V3 adalah n, dan jumlah pasangan
simpul pada V2 dan V3 adalah n(n− 1) sehingga,

H(ΓD2n) =

(
(n− 1)

(
2

(2n− 1) + (n+ 1)

))
+

(
n

(
2

(2n− 1) + n

))
+

(
n(n− 1)

(
2

(n+ 1) + n

))
=
2n− 2

3n
+

2n

3n− 1
+ n2 − n

(
2

2n+ 1

)
=
2n− 2

3n
+

2n

3n− 1
+

2n2 − 2n

2n+ 1

Selain indeks Harmonik, ada juga indeks Harary. Berikut diberikan definisi indeks Harary.

Definisi 3.4. [12] Misalkan G graf terhubung. Indeks Harary dari G dilambangkan dengan H(G)
didefinisikan sebagai

H(G) =
∑

u,v∈V (G)

1

d(u, v)

Selanjutnya karakteristik dari indeks Harary graf koprima dari grup dihedral ditunjukkan pada
teorema berikut.

Teorema 3.4. Misalkan ΓD2n graf koprima dari grup dihedral. Jika n = pk dengan p bilangan prima, p ̸= 2
dan k ∈ N maka Indeks Harary dari graf koprima dari grup dihedral adalah

H(ΓD2n) = 3n2 − 5n+ 4

Bukti. Misalkan ΓD2n graf koprima dari grup dihedral. Ambil n = pk dengan p bilangan prima, p ̸= 2
dan k ∈ N. Diperoleh graf koprima dengan 3 partisi yakni V1 = {e}, V2 = {a, a2, . . . , an−1}, dan V3 =
{b, ab, a2b, . . . , an−1b}. Berdasarkan Teorema 3.2, bahwa graf berbentuk tripartite lengkap, diperoleh
jarak antar simpul-simpul subhimpunan partisi yang berbeda adalah satu, dan antar simpul-simpul
pada partisi yang sama adalah dua. Sehingga, indeks harary dari ΓD2n adalah sebagai berikut.

H(ΓD2n) =
∑

u,v∈V (G)

1

d(u, v)

=

 ∑
v∈V1,w∈V2

1

d(u, v)
+

∑
v∈V1,w∈V3

1

d(u, v)
+

∑
v∈V2,w∈V3

1

d(u, v)
+

∑
v,w∈V2

1

d(u, v)
+

∑
v,w∈V3

1

d(u, v)


Berdasarkan definisi grup dihedral dan Teorema 3.2, maka diperoleh jumlah pasangan simpul pada
V1 dan V2 adalah n− 1, jumlah pasangan simpul pada V1 dan V3 adalah n, jumlah pasangan simpul
pada V2 dan V3 adalah n(n−1), dan jumlah pasangan simpul dari partisi yang sama adalah C

(
2n−1) =

(n−1)(n−2)
2 sehingga,

H(ΓD2n) =[(1(n− 1)) + 1(n) + 1(n(n− 1)) + 2Cn−1
2 + 1Cn−1

2 ]

=[n2 + n+ (n− 1)(n− 2) + (n− 1)(n− 2)]

=[n2 + n+ 2(n2 − 3n+ 2)]

=3n2 − 5n+ 4
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Selanjtunya diberikan definisi indeks Zagreb sebagai berikut.

Teorema 3.5. Misalkan ΓD2n graf koprima dari grup dihedral. Jika n = pk dengan p bilangan prima, p ̸= 2
dan k ∈ N maka indeks zagreb pertama dari graf koprima dari grup dihedral adalah

M1(ΓD2n) = n(2n2 + 5n− 5)

Bukti. Misalkan ΓD2n graf koprima dari grup dihedral. Ambil n = pk dengan p bilangan prima,
p ̸= 2 dan k ∈ N. Diperoleh graf koprima dengan 3 partisi yakni v1 = {e}, v2 = {a, a2, . . . , an−1}, dan
v3 = {b, ab, a2b, . . . , an−1b}. Berdasarkan Teorema 3.2, diperoleh deg(v1) = 2n − 1, deg(v2) = n + 1,
dan deg(v3) = n.
Sehingga, Indeks Zagreb pertama dari ΓD2n adalah sebagai berikut.

M1(G) =
∑

u∈V (G)

(deg(u))2

Berdasarkan definisi grup dihedral, jumlah unsur pada unsur rotasi dan refleksi pada grup dihedral
secara berturut–turut adalah n− 1 dan n. Selanjutnya, berdasarkan Teorema 3.2, diperoleh

M1(G) =(2n− 1)2 + (n− 1)(n+ 1)2 + n(n2)

=(4n2 − 4n+ 1) + (n− 1)(n2 + 2n+ 1) + n3

=4n2 − 4n+ 1 + n3 + 2n2 + n− n2 − 2n− 1 + n3

‘ =2n3 + 5n2 − 5

=n(2n2 + 5n− 5)

Selanjutnya ada indeks Gutman dan diberikan definisi sebagai berikut

Definisi 3.5. [14] Indeks gutman suatu graf G atau dilambangkan dengan (G) didefinisikan sebagai

Gut(G) =
∑

{u,v}∈V (G)

deg(u) deg(v)d(u, v)

dengan deg(u), deg(v) adalah derajat dari u dan v, dan d(u, v) adalah jarak simpul u dan v pada graf
G.

Karakteristik dari indeks Gutman dari graf koprima grup dihedral diberikan sebagai berikut.

Teorema 3.6. Misalkan ΓD2n graf koprima dari grup dihedral. Jika n = pk dengan p bilangan prima, p ̸= 2
dan k ∈ N maka indeks gutman dari graf koprima dari grup dihedral adalah

Gut(ΓD2n) = 3n4 − 4n3 + 8n2 − 11n+ 3

Bukti. Misalkan ΓD2n graf koprima dari grup dihedral. Ambil n = pk dengan p bilangan prima,
p ̸= 2 dan k ∈ N. Diperoleh graf koprima dengan 3 partisi yakni v1 = {e}, v2 = {a, a2, . . . , an−1}, dan
v3 = {b, ab, a2b, . . . , an−1b}. Berdasarkan Teorema 3.2, diperoleh deg(v1) = 2n − 1, deg(v2) = n + 1,
dan deg(v3) = n. Dan didapatkan juga jumlah pasangan simpul pada V1 dan V2 adalah n − 1,
jumlah pasangan simpul pada V1 dan V3 adalah n, jumlah pasangan simpul pada V2 dan V3 adalah
n(n− 1), dan jumlah pasangan simpul dari partisi yang sama adalah Cn−1

2 = (n−1)(n−2)
2 . Karena graf

berbentuk tripartit lengkap, diperoleh jarak antar simpul subhimpunan partisi yang berbeda adalah
satu, dan antar simpul pada partisi yang sama adalah dua.
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Sehingga, indeks gutman dari ΓD2n adalah sebagai berikut.

Gut(ΓD2n) =
∑

u,v∈V (G)

deg(u) deg(v)d(u, v)

=
∑

u∈V1,v∈V2

deg(u) deg(v)d(u, v) +
∑

u∈V1,v∈V3

deg(u) deg(v)d(u, v)

+
∑

u∈V2,v∈V3

deg(u) deg(v)d(u, v) +
∑

u,v∈V2

deg(u) deg(v)d(u, v)

+
∑

u,v∈V3

deg(u) deg(v)d(u, v)

=((2n− 1)(n+ 1)(n− 1)) + ((2n− 1)(n)(n)) + ((n+ 1)(n)(n− 1)n)

+ ((n− 1)(n− 1)(Cn−1
2 )(2)) + ((n)(n)(Cn−1

2 )(2))

=((2n− 1)(n2 − 1)) + (2n3 − n2) + (n4 − n2) + (n4 − 5n3 + 9n2 − 7n+ 2)

+ (n4 − 3n3 + 2n2))

=3n4 − 4n3 + 8n2 − 11n+ 3

Terakhir ada indeks Wiener, di mana definisinya diberikan sebagai berikut.

Definisi 3.6. [15] Misalkan G adalah graf terhubung sederhana. Indeks wiener dari G, dilambangkan
dengan W (G), didefinisikan sebagai

W (G) =
1

2

 ∑
u,v∈V (G)

d(u, v)


di mana d(u, v) adalah jarak antara simpul u dan v, yaitu jumlah sisi jalur terpendek yang
menghubungkan u dan v.

Pada beberapa sumber lain, indeks Wiener dedefinisikan dengan rumus W (G) =
∑

({u, v} ⊆
V (G))d(u, v). Perbedaan utama disini adalah notasi {u, v} ⊆ V (G) secara explisit menyatakan
{u, v} = {v, u}, akibatnya dengan notasi u, v ∈ V (G) perlu untuk dikalikan setengah. Selanjutnya
diberikan karakteristik dari indeks Wiener dari graf koprima grup dihedral sebagai berikut.

Teorema 3.7. Misalkan ΓD2n graf koprima dari grup dihedral. Jika n = pk dengan p bilangan prima, p ̸= 2
dan k ∈ N maka indeks Wiener dari graf koprima dari grup dihedral adalah

W (ΓD2n)
3n2 + 5n− 5

2

Bukti. Misalkan ΓD2n graf koprima dari grup dihedral. Ambil n = pk dengan p bilangan prima,
p ̸= 2, dan k ∈ N. Diperoleh graf koprima dengan 3 partisi yakni v1 = {e}, v2 = {a, a2, . . . , an−1},
dan v3 = {b, ab, a2b, . . . , an−1b}. Sehingga, indeks wiener dari ΓD2n adalah sebagai berikut.

W (G) =
1

2

 ∑
u,v∈V (G)

d(u, v)


=

∑
v1,v2∈V (G)

d(v1, v2) +
∑

v1,v3∈V (G)

d(v1, v3) +
∑

v2∈V (G)

d(v2, v2)

+
∑

v3∈V (G)

d(v3, v3) +
∑

v2,v3∈V (G)

d(v2, v3)
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Berdasarkan definisi grup dihedral dan Teorema 3.2, maka diperoleh jumlah pasangan simpul pada
V (v1, v2) = n − 1, jumlah pasangan simpul pada V (v1, v3) = n, dan jumlah pasangan simpul pada
V (v2, v3) = n(n− 1) sehingga,

W (ΓD2n) =
1

2

[
(2(2n− 1)) +

(
2

(
1

2

)
(n−1
2 C)

)
+

(
2

(
1

2

)
(n2C)

)
+ (2n(n− 1))

]
=
1

2

[
(2n2 + 4n− 4) +

(
(n− 1)!

(n− 1− 2)!2!

)
+

(
(n)!

(n− 2)!2!

)]
=
1

2

[
(2n2 + 4n− 4) +

(
(n− 1)!

2(n− 3)!

)
+

(
(n)!

2(n− 2)!

)]
=
1

2

[
(2n2 + 4n− 4) +

(
(n− 1)(n− 2)(n− 3)!

2(n− 3)!

)
+

(
(n)(n− 1)(n− 2)!

2(n− 2)!

)]
=
1

2

[
(2n2 + 4n− 4) +

(
n2 + 3n− 2

2

)
+

(
n2 − n

2

)]
=
1

2

[
(2n2 + 4n− 4) +

(
2n2 + 2n− 2

2

)]
=
1

2

[
4n2 + 8n− 8 + 2n2 + 2n− 2

2

]
=
1

2

[
6n2 + 10n− 10

2

]
=
3n2 + 5n− 5

2

4. Kesimpulan

Graf koprima dari grup dihedral memiliki beberapa indeks topologi. Indeks Harmonik, indeks
Harary, indeks Zagreb Pertama, indeks Gutman, dan indeks Wiener dari graf koprima dari grup
dihedral secara berturut turut adalah 2n−2

3n + 2n
3n−1 +

2n2−2n
2n+1 , 3n2 +4n+4, n(2n2 +5n− 5), n4 +4n3 −

3n2 − 2n+ 1, dan 3n2+5n−5
2 .
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