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Abstrak: Salah satu topik yang dipelajari dalam graf adalah pewarnaan graf. Definisi dari
pewarnaan graceful, yaitu k— pewarnaan graceful dari graf G adalah pewarnaan titik proper c :
V(G) — {1,2,,...,k}, dimana k£ > 2 yang menginduksikan pewarnaan sisi proper ¢’ : V(G) —
{1,2,...,k — 1}, yang didefinisikan oleh c¢(uv) = |c¢(u) — ¢(v)|. Pewarnaan titik proper c¢ dari graf
G adalah pewarnaan graceful jika c adalah k-pewarnaan graceful untuk k£ € N. Bilangan kromatik
graceful merupakan nilai £ minimal dimana graf G memiliki k-pewarnaan graceful, bilangan kromatik
graceful dari graf G dilambangkan dengan X,(G). Artikel ini akan membahas bilangan kromatik
graceful pada keluarga graf sentripetal yang meliputi graf gurita (O,,), graf sandat (St,,), graf kincir
angin belanda (D%") , dan graf gunung api (V).

Kata Kunci: Bilangan kromatik, Pewarnaan graceful, Keluarga graf sentripetal

Abstract:

One of the topics studied in graphs is graph coloring. The definition of a graceful coloring, namely
k-elegant coloring of a graph G is the exact vertex coloring ¢ : V(G) — {1,2,...,k} where k > 2
induces the exact vertex coloring ¢ : V(G) — {1, 2, ..., k— 1} which is defined by c(uv) = |c(u) —c(v)|.
The exact vertex coloring c of a graph G is a graceful coloring if ¢ is a k-elegant coloring for k €
N. The graceful chromatic number is the minimum k value where graph G has k-elegant coloring,
the elegant chromatic number of graph G is denoted by X,(G). This article will discuss graceful
chromatic numbers in the centripetal graph family which includes octopus graph (O,,), sandat graph
(Sty),dutch windmill graph(D%") , and a volcano graph(V;,).
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1. Pendahuluan

Suatu graf G adalah pasangan himpunan berhingga dari himpunan titik dan himpunan sisi,
dinotasikan dengan G = (V,E) dimana V merupakan titik dan E merupakan sisi, sebuah graf
mungkin tidak memiliki sisi akan tetapi graf harus memiliki titik minimal satu [1, 2]. Himpunan titik
dituliskan dengan V(G) = {v1,v2,vs,...,v,} dan himpunan sisi ditulis E(G) = {e1,e2,e3,....en}.
Kardinalitas titik atau juga disebut sebagai order pada graf G dinotasikan dengan |V (G)|, sedangkan
kardinalitas sisi atau disebut sebagai size pada graf G dinotasikan dengan |E(G)| [3, 4]. Misalkan u
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dan v merupakan titik-titik dari graf G, maka u dan v dikatakan bertetangga jika terdapat sebuah
sisi e yang menghubungkan u dan v, yaitu e = uv. Derajat atau degree dengan titik v dinotasikan
dengan d(u) merupakan banyaknya sisi yang bersisian pada titik w. Titik dengan derajat 0 disebut
titik terisolasi dan titik dengan derajat 1 disebut titik akhir. Derajat titik terbesar pada suatu
graf G disebut derajat maksimum yang dituliskan dengan A(G). Derajat minimum dari graf G
dituliskan dengan §(G). Sejarah graf dimulai sejak adanya permasalahan pada jembatan Konigsberg,
tepatnya pada tahun 1736. Pada saat itu seorang ahli matematika dan fisika yang berasal dari Swiss
bernama Leonhard Euler menulis tentang upaya pemecahan masalah jembatan Konigsberg di Eropa.
Setelah penemuan teori graf yang dikenalkan oleh Leonhard Euler, Teori graf mulai mengalami
perkembangan hingga saat ini dengan berbagai cabang pembahasan didalamnya [5, 6] . Teori graf
merupakan ilmu yang banyak dikembangkan dan diaplikasikan dalam kehidupan. Pewarnaan
graf merupakan salah satu bahasan dari teori graf [7, 8] . Pewarnaan graceful merupakan salah satu
topik pewarnaan yang berkembang saat ini. Topik yang digunakan dalam penelitian ini adalah
pewarnaan graceful. Pewarnaan graceful merupakan pewarnaan setiap titik dan sisi menggunakan
bilangan asli dimana warna yang digunakan boleh berulang baik pada himpunan titik maupun
sisi dengan syarat setiap titik ataupun sisi yang bertetangga pada graf memiliki warna berbeda.
Pemberian warna pada setiap sisinya merupakan selisih dari dua titik yang bertetangga. Jumlah
bilangan kromatik pada pewarnaan graceful dari graf G merupakan jumlah warna yang optimal
pada titiknya dan dilambangkan dengan X,(G) [9] .

Definisi terkait Pewarnaan proper dan Pewarnaan graceful adalah sebagai berikut :

Definisi 1.1. [10-12] Misalkan G sebuah graf. Sebuah pewarnaan- k pada G adalah pewarnaan
semua titik G dengan menggunakan k£ warna. Sebuah pewarnaan- k£ disebut sejati (“proper”) jika
dalam pewarnaan- k tersebut setiap dua titik yang berhubungan langsung harus mendapat warna
berbeda. Kelas warna adalah himpunan titik-titik berwarna sama. Minimum nilai k sedemikian
hingga ada pewarnaan- k sejati pada G disebut bilangan kromatik G, disimbolkan dengan A(G). Jadi
A(G) = min {k| ada pewarnaan-k sejati pada G)

Definisi 1.2. [13, 14] k-pewarnaan graceful dari graf G adalah pewarnaan titik proper ¢ : V(G) —
{1,2,,...,k}, dimana k > 2 yang menginduksikan pewarnaan sisi proper ¢’ : V(G) — {1,2, ...,k — 1},
yang didefinisikan oleh c¢(uv) = |c¢(u) — ¢(v)|. Pewarnaan titik proper c dari graf G adalah pewarnaan
graceful jika c adalah k-pewarnaan graceful untuk k € N.

Definisi 1.3. [15-17] Bilangan kromatik graceful merupakan nilai k minimal dimana graf G memiliki
k-pewarnaan graceful, bilangan kromatik graceful dari graf G dilambangkan dengan X,(G).

Berikut adalah lemma yang akan dipakai dalam proses pembuktian pada penelitian ini:

Lema 1.1. Jika G merupakan graf terhubung, maka X,(G) > (G)+1, dimana A(G) adalah derajat maksimum
dari graf G.

2. Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode pendeteksi pola (pattern recognition)
dan metode deduktif aksiomatik. Metode pendeteksi pola adalah metode yang digunakan untuk
menemukan dan mencari pola dengan pewarnaan graceful sehingga didapatkan bilangan kromatik
graceful X,(G) pada keluarga graf sentripetal. Metode deduktif aksiomatik adalah metode yang
menggunakan prinsip-prinsip pembuktian deduktif yang terdapat dalam logika matematika dengan
menggunakan aksioma atau teorema yang telah ada untuk menetapkan pengertian dasar pewarnaan
graceful, Teorema yang diperoleh kemudian diturunkan untuk memperoleh pewarnaan titik dan sisi
pada graf sentripetal.

58



Bilangan Kromatik Graceful pada Keluarga Graf Sentripetal

3. Hasil dan Pembahasan

Teorema 3.1. Bilangan kromatik graceful pada graf gurita (Oy,) untuk n > 2 adalah X4(0O,,) = 2n + 1

Bukti. Graf gurita (O,,) untuk n > 2 memiliki himpunan titik V(0,) = {z} U {y1 < ¢ <
n}U{zz;;1 <i<n}U{yyit1;1 <i <n—1order |V(0,)| = 2n+ 1 dan size |E(O,) = 3n — 1 serta
derajat maksimum A(O,,) = 2

Untuk membuktikan bahwa bilangan kromatik graceful pada graf gurita X,(O,) =2n+1;n > 2,
harus dibuktikan terlebih dahulu batas bawah X,(O,,) = 2n + 1 dan batas atas X,(0,) < 2n + 1.
Pertama, dibuktikan batas bawah dari bilangan kromatik graceful pada graf gurita (O,,) untukn > 2
adalah X,(0,) > 2n + 1. Diketahui A(O,,) = 2n, berdasarkan Lemma 1.1 didapatkan X,(O,,) >
A(Op) + 1 = 2n + 1. Sehingga dapat dikatakan jika batas bawah graf gurita (O,,) dengan n > 2
adalah X,(O,) > 2n + 1. Selanjutnya, dibuktikan batas atas dari bilangan kromatik graceful pada
graf gurita (O,,) dengan n > 2adalah X,(0,) > 2n + 1. Terdapat 2 kasus pewarnaan proper pada
graf gurita (O,,).

Kasus 1. n = 0 ( mod 2)

Pewarnaan titik proper yang di dapat sebagai berikut.

2n+1 untuk v==x

i+1 untuk ve{y,i=1( mod2);1<i<n-—1}

i—1 untuk v € {y;,i=0( mod2);2<i<n}

i+n untuk ve {z,1<i<n}

Pewarnaan titik proper tersebut akan menginduksi pewarnaan sisiproper-nya sebagai berikut.

flv) =

1 untuk e € {y;yi+1,i = 1( mod 2);1 <i<n-—1}

3 untuk e € {y;yi+1,i =0( mod 2);2 <i<n-—2}
h(e)=<¢n—i+1 untuk e€ {xz;,1<i<n}

2n —1 untuk e € {zy;,i = 1( mod 2);1 <i<n-—1}

2n+2—1i untuk e € {zy;,i =0( mod 2);2 <i<n}
Kasus 2. n = 1( mod 2)
Pewarnaan titik proper yang di dapat sebagai berikut.

2n+1 untuk v=ux

i+1 untuk v € {y;,i=1( mod2);1<i<n-—2}

fv)=<9i—1 untuk v € {y;,i=0( mod2);2<i<n-—1}

i untuk v € {y; =n}

i+n untuk v e {z,1<i<n}

Pewarnaan titik proper tersebut akan menginduksi pewarnaan sisi proper-nya sebagai berikut.

(1 untuk e € {y;yi+1,i = 1( mod 2);1 <i<n-—1}

2 untuk e € {yyir1,i =n}

3 untuk e € {y;yi+1,4 =0( mod 2);2 <i<n-—3}
he)=<¢n—i+1 untuk ec€ {xy;,1 <i<n}

2n —i untuk e € {zy;,i =1( mod 2);1 <i<n-—2}

2n+2—14 untuk e € {zy;,i =0( mod 2);2<i<n-—1}

n+1 untuk e € {zy;,1 =n}

Berikut adalah contoh pewarnaan graceful pada graf gurita (O3) dan (Os). Berdasarkan kasus 1 dan
2, batas bawah dan batas atasnya yaitu X ,(0,) > 2n + 1 dan X,4(O,) < 2n + 1 dengan kata lain
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Gambar 3.1: Pewarnaan Graceful (a) Graf (O3); (b) Graf (Os)

2n+1 < X4(0y) < 2n + 1sehingga X,(0,,) = 2n + 1 untuk n > 2 terbukti. Berdasarkan definisi sisi
dari graf O,, dan Definisi 1.2, maka dua yang bertetangga, terdapat selisih dengan kata lain warna
dari dua titik tersebut berbeda. Definisi graf O,,, menunjukkan bahwa setiap titik yaitu titik y; dan z;
terhubung dengan satu titik pusat z. Sehingga semua sisi tersebut berwarna berbeda serta setiap titik
berhubungan langsung ke semua titik-titik yang berwarna berbeda. Selanjutnya, berdasarkan fungsi
perwarnaan titik baik pada kasus 1 maupun kasus 2, dapat ditunjukan bahwa semua warna pada
titik tersebut berbeda. Sehingga, berdasarkan Definisi 1.2 terbukti bahwa semua fungsi pewarnaan
sisi pada graf O,, juga berbeda. O

Teorema 3.2. Bilangan kromatik graceful pada graf sandat (St,,) untuk n > 3 adalah X ,(St,) = 3n + 1.

Bukti. Graf sandat (St,) memiliki himpunan titik V(St,) = {2} U {y;;1 < i < n}U{y1;< @ <
n} U{yi21<i<n} dan himpunan sisi E(St,) = {zy;;1 <i <n}U{zy;1;1 <i <n}U{zy 21 <i<
n}U{yiyi; 1 <i <n}{yyie; 1 <i < n},order |[V(St,)| = 3n+ 1 dan size | E(St,,)| = 5n serta derajat
maksimum A(Stn) = 3n.

Untuk membuktikan bahwa bilangan kromatik graceful pada graf sandat X,(St,) = 3n+1;n > 3,
harus dibuktikan terlebih dahulu batas bawah X,(St,) < 3n + 1 dan batas atas X,(St,) < 3n + 1.
Pertama, dibuktikan batas bawah dari bilangan kromatik graceful pada graf sandat (St,) untuk
n < 3 adalah X4(St,) > 3n + 1. Diketahui A(St,) = 3n, berdasarkan Lemma 1.1 didapatkan
X4(Stn) > A(St,)+1 = 3n+ 1. Sehingga dapat dikatakan jika batas bawah graf sandat (St,,) dengan
n > 3 adalah X4(St,) < 3n+ 1.

Selanjutnya, dibuktikan batas atas dari bilangan kromatik graceful pada graf sandat (St,) dengan
n > 3 adalah X4(St,) < 3n + 1.

1 untuk v==x
) 1+ 1 untuk v € {y;,1 <i<n}
’U fry

2i+n untuk v € {y;1,1 <i<n}

2i+n+1 untuk v e {yi2,1<i<n}
Pewarnaan titik proper tersebut akan menginduksi pewarnaan sisi proper-nya sebagai berikut.
(

i untuk e € {zy;,1 <i<n}
n+i untuk e € {{yiyi2}, {Yi+19i+11},1 <i <n}}
he) = n untuk e =y1y1,1 |
2n untuk e € {y;yi1,i =n}
n+2i—1 untuk ee€ {zy;1,1 <i<n}
[+ 2 untuk e € {zy;2,1 <i<n}

Oleh karena itu, batas bawah dan batas atasnya yaitu X,(St,) > 3n + 1 dan X (St,) < 3n +1
dengan kata lain 3n + 1 < X,(St,) < 3n + 1 sehingga X,(St,) = 3n + 1 untuk n < 3 terbukti.
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Berdasarkan definisi sisi dari graf St,, dan Definisi 1.2, maka dua titik yang bertetangga, terdapat
selisih dengan kata lain warna dari dua titik tersebut berbeda. Definisi graf St,,, menunjukkan
bahwa setiap titik yaitu titik y;,y; 1 dan y; » terhubung dengan satu titik pusat z. Sehingga semua
sisi tersebut berwarna berbeda serta setiap titik berhubungan langsung ke semua titik-titik yang
berwarna berbeda. Selanjutnya, berdasarkan fungsi pewarnaan titik, dapat ditunjukkan bahwa
semua warna pada titik tersebut berbeda. Sehingga, berdasarkan Definisi 1.2 terbukti bahwa semua
fungsi pewarnaan sisi pada graf St,, juga berbeda. O

Berikut adalah contoh pewarnaan graceful pada graf sandat (St3), (St4), (Sts).

Gambar 3.2: Pewarnaan Graceful (a) Graf (St3);(b) Graf (St4); (c) Graf (Sts)

Teorema 3.3. Bilangan kromatik graceful pada graf kincir angin belanda (D%') untuk m > 2 adalah
X, (D) = 2m + 1.

Bukti. Graf kincir angin belanda (DJ') memiliki himpunan titik V/(DJ?) = {z} U {zi;1 <i <m} U
{z%;1 <i < m} dan himpunan sisi E(D}') = z2i;1 <i <mU {zxb;1 <i <m}uU{zizi;1 <i<m},
order |V (D%')| = 2m + 1 dan size |E(D%")| = 3m serta derajat maksimum A(D%") = 2m.

Untuk membuktikan bahwa bilangan kromatik graceful pada graf kincir angin belanda X, (D%*) =
2m + 1;m > 2, harus dibuktikan terlebih dahulu batas bawah X,(D5") > 2m + ldan batas atas
X4(D5') < 2m+ 1. Pertama, dibuktikan batas bawah dari bilangan kromatik graceful pada graf kincir
angin belanda (D%")untuk m > 2 adalah X (Dj5") > 2m + 1. Diketahui A(D%") = 2m, berdasarkan
Lemma 1.1 didapatkan pertidaksamaan X (D5") > A(D5") + 1 = 2m + 1. Sehingga dapat dikatakan
jika batas bawah graf kincir angin belanda (D%") dengan m > 2 adalah X (D%*) > 2m + 1.

Selanjutnya, dibuktikan batas atas dari bilangan kromatik graceful pada graf kincir angin belanda
(D5*)dengan m > 2 adalah X,(D%") < 2m+ 1. Pewarnaan titik proper yang di dapat sebagai berikut.
untuk v=u
untuk v =z
untuk v = z7

untuk v = 25

T W N =

untuk v = x5
2i untuk v € {z},3 <i<m}
(2i+1 untuk v e {z,3<i<m}
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Pewarnaan titik proper tersebut akan menginduksi pewarnaan sisi proper-nya sebagai berikut.

1 untuk e € {xx}}{rix}, 2 <i < m}
2 untuk e = z2?
Flo) = 3 untuk e = 3393%
4 untuk e = zx;
2t —1 untuk e € {zz!,3 <i<m}
2t untuk e € {z2},3 <i < m}

Oleh karena itu, batas bawah dan batas atasnya yaitu X,(D5") > 2m + 1 dan X, (Dy") < 2m + 1
dengan kata lain 2m + 1 < X4(D5") < 2m + 1 sehingga X (D%') = 2m + 1 untuk m > 2 terbukti.
Berdasarkan definisi sisi dari graf D%* dan Definisi 1.2, maka dua titik yang bertetangga, terdapat
selisih dengan kata lain warna dari dua titik tersebut berbeda. Definisi graf Dj', menunjukkan
bahwa setiap titik yaitu titik ¢ dan % terhubung dengan satu titik pusat z. Sehingga semua
sisi tersebut berwarna berbeda serta setiap titik berhubungan langsung ke semua titik-titik yang
berwarna berbeda. Selanjutnya, berdasarkan fungsi pewarnaan titik, dapat ditunjukkan bahwa
semua warna pada titik tersebut berbeda. Sehingga, berdasarkan Definisi 1.2 terbukti bahwa semua
fungsi pewarnaan sisi pada graf D5'juga berbeda. O

Berikut adalah contoh pewarnaan graceful pada graf kincir angin belanda(D3), (D3), (D3).

(a) (b)

Gambar 3.3: Pewarnaan Graceful (a) Graf (D3); (b) Graf (D3); (b) Graf (D3)

Teorema 3.4. Bilangan kromatik grace ful pada graf gunung api(Vy,) untuk n > 3 adalah X4(V,,) = n+ 3.
Bukti. Graf gunung api (V},) memiliki himpunan titik V(V},) = {x;;1 <i <3} U {y;;1 <i < n} dan
himpunan sisi E(V,,) = {z;z@ + 1);1 < < 2} U{zgzi} U {my;1 < i <n},order [V(Vy)| =n+ 3
dan size |E(V,)| = n + 3 serta derajat maksimum A(V},) = n + 2.

Untuk membuktikan bahwa bilangan kromatik graceful pada graf gunung api X,(V,,) = n +
3;n > 3, harus dibuktikan terlebih dahulu batas bawah X,(V;,) > n + 3 dan batas atas X,(V},) <
n + 3. Pertama, dibuktikan batas bawah dari bilangan kromatik graceful pada graf gunung api (V;,)
untuk n > 3 adalahX(V,,) > n + 3. Diketahui A(V},,) = n + 2, berdasarkan Lemma 1.1 didapatkan
pertidaksamaan X, (V},) > A(V,,)+1 = n+3. Sehingga dapat dikatakan jika batas bawah graf gunung
api (V;,) dengan n > 3adalah X,(V;,)|gegn + 3.

Selanjutnya, dibuktikan batas atas dari bilangan kromatik graceful pada graf gunung api (V},)
dengan n > 3 adalah X,(V;,) < n + 3. Pewarnaan titik proper yang di dapat sebagai berikut.

( untuk v=x -1

1
2 untuk v = x9
flo) =<3 untuk v =1y
4 untuk v = x3
i+3 untuk ve{y,2<i<n}
Pewarnaan titik proper tersebut akan menginduksi pewarnaan sisi proper-nya sebagai berikut.
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1 untuk e = ziz9

2 untuk e = zox3, x
h(e) _ 243, T1Y1

3 untuk e = ziz3

i+2 untuk ee€ {z1,y;,2<i<n}

Oleh karena itu, batas bawah dan batas atasnya yaitu X (V;,) > n+3 dan X4(V},) < n+ 3 dengan
katalainn+3 < X,(V,,) < n+3sehingga X (V;,) = n+ 3 untuk n > 3 terbukti. Berdasarkan definisi
sisi dari graf V,,dan Definisi 1.2, maka dua titik yang bertetangga, terdapat selisih dengan kata lain
warna dari dua titik tersebut berbeda. Definisi graf V,,, menunjukkan bahwa setiap titik yaitu titik
x9, 3 dan y; terhubung dengan satu titik pusat 2;. Sehingga semua sisi tersebut berwarna berbeda
serta setiap titik berhubungan langsung ke semua titik-titik yang berwarna berbeda. Selanjutnya,
berdasarkan fungsi pewarnaan titik, dapat ditunjukkan bahwa semua warna pada titik tersebut
berbeda. Sehingga, berdasarkan Definisi 1.2 terbukti bahwa semua fungsi pewarnaan sisi pada graf
V,, juga berbeda. O

Berikut adalah contoh pewarnaan graceful pada graf gunung api (V4), (Vs), (Vs).

(a) (b) (©)

Gambar 3.4: Pewarnaan Graceful (a) Graf (V4); (b) Graf (V5); (b) Graf (V)

4. Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian, diperoleh teorema baru tentang bilangan kromatik graceful pada
keluarga graf sentripetal yang terdiri dari graf gurita(O,,), graf sandat (St,), graf kincir angin
belanda (D%"), dan graf gunung api (V;,). Bilangan kromatik graceful pada keluarga graf sentripetal
yang diperoleh adalah A(G) + 1.

5. Saran

Berdasarkan hasil penelitian mengenai bilangan kromatik graceful, perlu kita ketahui jika masih
ada beberapa kelas graf yang belum diteliti pada topik pewarnaan graceful misalnya graf buku, graf
tunas kelapa, graf sarang laba-laba dan lain sebagainya. Selain itu untuk operasi graf, masih ada
beberapa operasi yang belum diteliti seperti operasi cartesian, operasi comb, operasi corona dan lain
sebagainya.
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