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Abstrak: Tulisan ini merupakan studi literatur tentang kaitan antara faktorial riil yang dinotasikan
dengan fungsi gamma terhadap fungsi trigonometri. Tujuan studi ini adalah untuk membuktikan
kaitan tersebut dengan metode yang berbeda dari apa yang telah dilakukan oleh Goerge E.
Andrews pada buku “special function”. Pada tulisan Goerge, kaitan tersebut dibuktikan dengan
menggunakan definisi fungsi gamma dalam bentuk integral. Adapun pada tulisan ini, pembuktian
dilakukan dengan menggunakan definisi fungsi gamma dalam bentuk lain selain integral.

Kata Kunci: Faktorial, Fungsi Gamma, Integral, Trigonometri

Abstract: This paper is a literature study on the relationship between real factorials denoted by
gamma functions to trigonometric functions. The main objective of this study is to prove the
relationship with a different method from what has been done by George E. Andrews in the book
“special functions”. In Goerge’s paper, the connection is proved by using the definition of the gamma
function in integral form. As for this paper, the proof is done by using the definition of gamma
function in a form other than integral.
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1. Pendahuluan

Faktorial adalah konsep yang menunjukkan hasil dari perkalian semua bilangan bulat positif dari
1 hingga suatu bilangan bulat positif tertentu. Faktorial bukan hanya merupakan alat penting dalam
kalkulus dan statistik, tetapi juga muncul dalam perhitungan probabilitas dan kombinatorika [1].
Secara umum, faktorial dari sebuah bilangan bulat positif k, dilambangkan dengan k!, didefinisikan
sebagai persamaan 1.1,

k! = k × (k − 1)× (k − 2)× . . . × 3× 2× 1. (1.1)

Notasi k! untuk faktorial diperkenalkan oleh matematikawan Prancis, Christian Kramp pada
tahun 1808. Kata "faktorial" (bahasa asli Prancis: factorielle) pertama kali digunakan pada tahun
1800 oleh Louis François Antoine Arbogast, dalam karya pertama tentang rumus Faà di Bruno [2]
tetapi mengacu pada konsep yang lebih umum tentang hasil perkalian aritmatika. "Faktor-faktor"
yang dirujuk oleh nama ini adalah istilah-istilah dalam rumus produk faktorial.
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Di lain pihak, konsep fungsi gamma ternyata dapat dikaitkan dengan konsep faktorial [3]. Fungsi
gamma tentu saja merupakan konsep yang banyak dikaji oleh para peneliti [4] [5] [6]. Selain itu,
dalam banyak buku referensi pun telah banyak membahas tentang fungsi gamma [7] [8] [9].

Dalam konteks faktorial riil, kita tidak hanya mempertimbangkan bilangan bulat positif, tetapi
juga memperluas definisi ini ke bilangan riil non-negatif. Ada banyak sekali cara untuk memperluas
faktorial menjadi fungsi kontinu [3]. Menurut [10] [11], yang paling banyak digunakan adalah
menggunakan fungsi gamma, yang dapat didefinisikan untuk bilangan real positif sebagai integral
tak wajar 1.2

(x− 1)! = Γ(x) =

∫ ∞

0
tx−1e−t dt, (1.2)

dengan x ∈ R+ dan t adalah variabel integrasi. Untuk lebih jelasnya, diberikan contoh terkait sebagai
berikut,

Γ(
1

2
) =

∫ ∞

0
t−

1
2 e−t dt =

∫ ∞

0

1√
t
e−t dt.

Subtitusi u =
√
t ⇔ u2 = t, dan dt = 2udu,∫ ∞

0

1√
t
e−t dt = 2

∫ ∞

0
e−u2

du. (1.3)

Menurut [12], integral 1.3 dikenal dengan integral gaussian
∫∞
0 e−u2

du yang hasilnya adalah π
2 ,

akibatnya 2
∫∞
0 e−u2

du =
√
π.

Penting untuk dicatat bahwa faktorial riil memiliki keterkaitan dengan fungsi trigonometri.
Seperti salah satu sifat faktorial riil yang dinotasikan sebagai fungsi gamma 1.2 dalam persamaan
1.4 yaitu

Γ(x)Γ(1− x) =
π

sin(πx)
, x ∈ R\Z. (1.4)

Persamaan 1.4 tersebut dinamakan rumus refleksi Euler [13]. Untuk bukti lebih jelasnya dapat
dilihat pada [14] dan [11] dengan pendefinisian fungsi gamma dalam bentuk representasi integral.
Oleh karena itu, tulisan ini bertujuan untuk membuktikan persamaan 1.4 dengan pendefinisian
fungsi gamma yang berbeda, kemudian menambahkan beberapa akibat dari teorema refleksi euler
tersebut.

2. Kajian Teori

2.1. Fungsi Gamma

Menurut [4], fungsi gamma didefinisikan sebagai :

Γ(x) =

∫ ∞

0
e−ttx−1 dt,

untuk x ∈ R+. Perhatikan bahwa untuk x ∈ R+,

Γ(x+ 1) =

∫ ∞

0
e−ttx dt

= lim
b→∞

∫ b

0
e−ttx dt

= lim
b→∞

([−e−ttx]b0 + x

∫ b

0
e−ttx−1 dt)

= x lim
b→∞

∫ b

0
e−ttx−1 dt

= xΓ(x).
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Sehingga diperoleh sifat bahwa untuk x ∈ R+,

Γ(x+ 1) = xΓ(x). (2.5)

Selanjutnya, menurut [13], domain dari sifat 2.5 dapat diperluas menjadi x ∈ R\{0,−1,−2, ...}
dengan bentuk sebagai berikut.

Γ(x) =
Γ(x+ 1)

x
. (2.6)

Akibatnya x ∈ R\{0,−1,−2, ...}, berlaku sifat

Γ(1− x) = −xΓ(−x). (2.7)

Bentuk lain dari Γ(x) pada [11], yaitu

Γ(x) = lim
n→∞

nx−1n!

x(x+ 1)(x+ 2)...(x+ n− 1)
(2.8)

untuk x ∈ R\{0,−1,−2, ...}.

2.2. Trigonometri

Menurut [15], hasil kali tak berhingga untuk sinus dan cosinus sebagai berikut,

sin(πx) = πxΠ∞
n=1(1−

x2

n2
), (2.9)

cos(πx) = Π∞
n=0(1−

4x2

(2n+ 1)2
). (2.10)

Berdasarkan sifat trigonometri, terdapat kesamaan dalam nilai trigonometri yang dapat dilihat
pada persamaan

sin(x) = cos(
π

2
− x), (2.11)

tan(x) = cot(
π

2
− x), (2.12)

sec(x) = csc(
π

2
− x). (2.13)

3. Hasil dan Pembahasan

Berdasarkan definisi 2.8 dan 2.9, berikut ini akan diberikan bukti persamaan refleksi euler dengan
pendekatan yang berbeda dari sebelumnya.

Teorema 3.1. Jika x ∈ R\Z maka Γ(x)Γ(1− x) =
π

sin(xπ)
.

Bukti. Misalkan x ∈ R\Z. Sebagai langkah pertama, yaitu mengalikan bagian atas dan bawah
dengan x,

Γ(x)Γ(1− x) =
xΓ(x)Γ(1− x)

x
.

Hal ini dilakukan agar dapat menggunakan rumus rekursif untuk mendapatkan ekspresi dalam
bentuk yang lebih simetris, maka dari itu berdasarkan rumus rekursif untuk fungsi gamma 2.5,

xΓ(x)Γ(1− x)

x
=

Γ(x+ 1)Γ(1− x)

x
.
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Sekarang, dengan definisi gamma 2.8,

Γ(x+ 1)Γ(1− x)

x
=

(limN→∞Nx+1−1ΠN
n=1

n

n+ x+ 1− 1
)(limN→∞N1−x−1ΠN

n=1

n

n+ 1− x− 1
)

x

=
(limN→∞ΠN

n=1

n

n+ x
)(limN→∞ΠN

n=1

n

n− x
)

x

=
Π∞

n=1(
n

n+ x
)(

n

n− x
)

x

=
1

xΠ∞
n=1(1 +

x

n
)(1− x

n
)

=
1

xΠ∞
n=1(1−

x2

n2
)

.

Dengan kata lain, diperoleh persamaan

Γ(x)Γ(1− x) =
1

xΠ∞
n=1(1−

x2

n2
)

. (3.14)

Sekarang, dengan melihat kembali rumus hasil kali sinus 2.9, maka

πxΠ∞
n=1(1−

x2

n2
) = sin(πx),

xΠ∞
n=1(1−

x2

n2
) =

sin(πx)

π
,

1

xΠ∞
n=1(1−

x2

n2
)

=
π

sin(πx)
.

Rumus hasil kali sinus 2.9 memiliki bentuk yang sama dengan persamaan 3.14 sehingga didapatkan
persamaan 1.4 yang dinamakan dengan Refleksi Euler,

Γ(x)Γ(1− x) =
π

sin(πx)
, x ∈ R\Z.

Berikut diberikan contoh sederhana untuk memudahkan dalam memahami Refleksi Euler.

Contoh 3.1. Dengan menggunakan Teorema 3.1, jika x =
1

2
maka

Γ(
1

2
)Γ(1− 1

2
) =

π

sin(
π

2
)

Γ(
1

2
)Γ(

1

2
) = π

Γ(
1

2
) =

√
π.
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Sehingga, nilai dari Γ(
1

2
) adalah

√
π. Hasil ini sesuai dengan nilai sebelumnya, yang diperoleh

melalui definisi gamma dalam bentuk integral.
Berikut diberikan salah satu sifat yang merupakan akibat dari teorema Refleksi Euler.

Teorema 3.2. Jika x ∈ R\Z, maka
Γ(x)Γ(−x) = − π

x sin(πx)
.

Bukti. Dengan menggunakan sifat 2.7 dan Teorema 3.1, diperoleh

Γ(x)Γ(−x) =
Γ(x)− xΓ(−x)

−x

=
Γ(x)Γ(1− x)

−x

=
π

−x sin(πx)
.

Berikut diberikan sifat yang merupakan akibat lainnya dari teorema Refleksi Euler.

Teorema 3.3. Jika x ∈ R\Z, maka

Γ(1− x)Γ(1 + x) =
πx

sin(πx)
.

Bukti. Dengan menggunakan sifat 2.8 dan Teorema 3.1, diperoleh

Γ(1− x)Γ(1 + x) = Γ(1− x)xΓ(x)

=
xπ

sin(πx)
.

Contoh 3.2. Dengan menggunakan Teorema 3.3, dapat ditentukan nilai dari Γ(
3

2
), misalkan x =

1

2
,

maka

Γ(1− 1

2
)Γ(1 +

1

2
) =

π

2

sin(
π

2
)
,

Γ(
1

2
)Γ(

3

2
) =

π

2
.

Menurut Contoh 3.1, Γ(
1

2
) =

√
π, sehingga

Γ(
3

2
) =

π

2
√
π
,

Γ(
3

2
) =

√
π

2
.

Teorema 3.4. Misalkan A = {x ∈ R|x =
2k + 1

2
, k ∈ Z}, jika x /∈ A, maka

Γ(
1

2
+ x)Γ(

1

2
− x) =

π

cos(πx)
.
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Bukti. Berdasarkan Teorema 3.1 dan misalkan x =
1

2
+ s pada Teorema 3.1, diperoleh

Γ(
1

2
+ s)Γ(1− 1

2
− s) =

π

sin((
1

2
+ s)π)

,

Γ(
1

2
+ s)Γ(

1

2
− s) =

π

sin(
π

2
+ πs)

.

Berdasarkan sifat kesamaan trigonometri 2.13, maka diperoleh

Γ(
1

2
+ s)Γ(

1

2
− s) =

π

cos(πs)
.

Berikut ini diberikan contoh penggunaan dari Teorema 3.4.

Contoh 3.3. Dengan menggunakan Teorema 3.4, dapat juga diperlihatkan bahwa Γ(
3

2
) =

√
π

2
.

Misalkan x = 1 pada Teorema 3.4, maka

Γ(
1

2
+ 1)Γ(

1

2
− 1) =

π

cos(π)
,

Γ(
3

2
)Γ(−1

2
) = −π.

Karena Γ(−1

2
) = −2

√
π, maka

Γ(
3

2
) =

−π

−2
√
π
=

√
π

2
.

4. Kesimpulan

Pada tulisan [14], pembuktian Refleksi Euler dilakukan dengan menggunakan definisi fungsi
gamma dalam bentuk integral. Hal ini juga dilakukan pada [11], pembuktian Refleksi Euler
menggunakan definisi fungsi gamma dalam bentuk integral, kemudian menggunakan subtitusi
jacobian. Sedangkan, pada tulisan ini, teorema Refleksi Euler telah berhasil dibuktikan dengan
pendekatan yang berbeda yaitu mendefinisikan fungsi gamma dengan persamaan 2.8. Pendekatan
ini tidak melibatkan bentuk integral sama sekali.
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