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Abstrak: Graf koprima prima dari grup bilangan bulat adalah graf yang himpunan simpulnya
adalah semua anggota grup. Dua buah simpul berbeda dikatakan dikatakan bertetangga jika faktor
persekutuan terbesar dari order kedua simpul tersebut sama dengan 1 atau prima. Lebih jauh,
grup bilangan bulat yang dikaji adalah Z,, di mana n = p* dengan p prima dan k > 2. Artikel
ini menghasilkan rumus umum dari beberapa indeks, yaitu Harmonik, Randic, dan Gutman.

Kata Kunci: graf koprima prima, indeks harmonik, indeks randic, indeks gutman

Abstract: The prime coprime graph of an integer group is a graph where the set of vertices consists of
all the group elements. Two distinct vertices are said to be adjacent if the greatest common divisor of
the orders of the two vertices is either 1 or a prime number. Furthermore, the group of integers being
studied is Z, where n = p* with p is a prime and k > 2. This article presents the general formula for
various indices, including Harmonic, Randic, and Gutman.

Keywords: prime coprime graph, harmonic index, randic index, gutman index

1. Pendahuluan

Representasi graf dan indeks topologi telah menjadi topik yang penting dalam berbagai disiplin
ilmu, termasuk kimia, biologi, dan ilmu komputer. Graf merupakan struktur matematis yang terdiri
dari himpunan simpul (vertex) yang dihubungkan oleh sisi (edge) [1]. Dalam konteks kimia, misalnya,
molekul dapat direpresentasikan sebagai graf, di mana atom-atom dianggap sebagai simpul dan
ikatan antar atom sebagai sisi [2]. Indeks topologi adalah angka yang diperoleh dari graf yang
menggambarkan molekul atau sistem lainnya dan digunakan untuk menganalisis berbagai sifat
kimia dan fisik suatu senyawa. Beberapa indeks topologi yang populer antara lain indeks Harmonik,
indeks Randic, dan indeks Gutman.

Indeks topologi tersebut dapat dikaji dari beberapa graf. Indeks Harmonik dan Gutman dari
graf koprima pada grup bilangan bulat modulo dengan order pangkat prima [3], graf koprima pada
grup dihedral dengan order pangkat prima [4], graf pangkat pada bilangan bulat modulo dengan
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order pangkat prima [5], dan graf nilradikal pada gelanggang komutatif dengan satuan [6]. Selain
itu, terdapat kajian indeks Gutman untuk graf pangkat dari grup hihedral [7].

Dari paparan di atas, terdapat perhitungan indeks dari beberapa graf. Akan tetapi belum ada
yang mengkaji indeks topologi dari graf koprima prima. Kajian dari graf tersebut hanya sebatas
karakteristik grafnya dan ini sudah dilakukan oleh [8]. Graf koprima prima merupakan graf dengan
dua simpul berbeda dikatakan bertetangga jika dan hanya jika faktor persekutuan terbesar dari orde
simpul tersebut sama dengan 1 atau prima [8].

Pada paper ini akan dibahas indeks topologi dari graf koprima prima pada grup bilangan bulat
modulo Z,, di mana n = p* dengan p prima dan k > 2 bilangan bulat. Lebih jauh, indeks yang akan
dibahas pada paper ini adalah indeks Harmonik, Randic, dan Gutman. Graf koprima prima dari
grup bilangan bulat dinotasikan I'z,, .

Misal diberikan grup Zs, maka order dari elemen grup tersebut adalah |0| = 1, |1| = 8§, |2| = 4,
13| =8, 14| =2, |5| =8, |6/ = 4 dan, |7| = 8. Selanjutnya dapat diperoleh tabel ketetanggaan dari graf
Zs berikut

Tabel 1.1: Tabel ketetanggaan Graf I'z,

order 0] 1 12| 13 14| 5| 6] 17|

0| 0,1)=1 (0,2)=1 (0,3)=1 (0,4)=1 (0,5)=1 (0,6)=1 (0,7)=1
1l (1,00=1 (1,2)=4 (1,3)=8 (1,4)=2 (1,5)=8 (1,6)=4 (1,7)=38
2] (2,00=1 (2,1)=4 (2,3)=4 (2,4)=2 (2,5)=4 (2,6)=4 (2,7)=4
3] (3,00=1 (3,1)=8 (3,2)=4 (3,4)=2 (3,5)=8 (3,6)=4 (3,7)=8
4] (4,00=1 (4,1)=2 (42)=2 (4,3)=2 (4,5)=2 (4,6)=2 (4,7)=2
5| (5,00=1 (5,1)=8 (5,2)=4 (5,3)=8 (5,4)=2 (5,6) =4 (5,7)=8
6]  (6,00=1 (6,1)=4 (6,2)=4 (6,3)=4 (6,4)=2 (6,5) =4 (6,7) =4
7l (1,00=1 (7,1)=8 (7,2)=4 (7,3)=8 (7,4)=2 (7,5)=8 (7,6)=4

Dari Tabel 1.1 didapat graf koprima prima I'z, sebagai berikut

L
5 4

Gambar 1.1: Graf koprima prima Zg
Indeks harmonik merupakan rata-rata harmonik dari derajat dua simpul berbeda, © dan v, yang

saling bertetangga. Indeks Harmonik dari graf I'z, , dinotasikan H (I'z, ),
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Definisi 1.1. [9] Misal I'z,, graf koprima prima di mana n = p* dengan p prima dan k > 2 bilangan
bulat, maka indeks Harmonik didefinisikan sebagai berikut

Hz)= 30 2

e By, ) deg(u) + deg(v)

Indeks Harmonik untuk graf I'z, (lihat Gambar 1.1) adalah sebagai berikut

2 2 2 2
H(Tz,) =
(Tz) deg(0) + deg(1) * deg(0) + deg(2) * deg(0) + deg(3) - deg(0) + deg(4)
2 2 2 2
+ + + +
deg(0) + deg(5)  deg(0) + deg(6) = deg(0) + deg(7)  deg(1) + deg(4)
2 2 2 2
+ + + +
deg(2) + deg(4) = deg(3) + deg(4) = deg(4) + deg(5)  deg(4) + deg(6)
2
_l’_
deg(4) + deg(7)
_2+2+2+2+2+2+2+2+2
CT+2  TH2 TH2 74T TH2 T+2 0 T42 0 247 247
T R
247 247 247 247
=12. 2-I-l 3
9 14
o
S 21

Jadi, nilai indeks Harmonik untuk graf I'z, —
Indeks Randic adalah jumlahan dari 1 per akar dari perkalian dua simpul berbeda yang
bertetangga. Indeks Randic pada graf I'z,, yang dinotasikan R (I'z, ) didefinisikan sebagai berikut

Definisi 1.2. [10] Misal I'z,, graf koprima prima di mana n = p* dengan p prima dan k > 2 bilangan
bulat, maka indeks Randic didefinisikan sebagai berikut

1
R(Tz,)= Y, deg(u) deg(v)

weE(Ty,)

Nilai indeks Randic dari I'z, adalah % + 12 Perhitungan nilai indeks sebagai berikut

V14’
1 1 1 1
R(Tzg) = + + +
Y \/deg(0) eg(l) /deg(0)deg(2) = 1/deg(0)deg(3)  1/deg(0) de
1 1 1
+
\/deg(O)deg(5) \/deg ) deg(6 \/deg ) deg(7 \/deg ) deg(4
n 1 1 1 1
/deg(2) deg(4) \/deg ) deg(4 \/deg ) deg(5 \/deg ) deg(6
1
deg(4) deg(7)
1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1
VT2 V72 VT2 VTT O VT2 VT2 VT2 V2T V2T
1 1 1 1
+ + + +
V2.7 V2T V2T V2T
1 1
=12 — 41-2
V14 7
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Indeks Gutman merupakan jumlahan dari perkalian derajat dua simpul berbeda beserta jarak
dua simpul tersebut. Indeks Gutman pada pada graf I';,, yang dinotasikan Gut (I'z,, ) didefinisikan
sebagai berikut

Definisi 1.3. [11] Misal I'z,, graf koprima prima di mana n = Pk dengan p prima dan k£ > 2 bilangan
bulat, maka indeks Gutman didefinisikan sebagai berikut

Gut(I'z,) = Z deg(u) deg(v)d(u,v)
u,weV(I'z,,)

Nilai indeks Gutman dari graf I'z, adalah 337. Perhatikan,

Gut (I'z,) = deg(0) deg(1)d(0, 1) + deg(0) deg(2)d(0, 2) + deg(0) deg(3)d(0,3) + deg(0) deg(4)d(0,4)

+ deg(0) deg(5)d(0,5) + deg(0) deg(6)d(0, 6) 4+ deg(0) deg(7)d(0, 7) + deg(1) deg(2)d(1,2)
+ deg(1) deg(3)d(1, 3) + deg(1) deg(4)d(1,4) + deg(1) deg(5)d(1,5) + deg(1) deg(6)d(1,6)
+ deg(1) deg(7)d(1,7) + deg(2) deg(3)d(2, 3) + deg(2) deg(4)d(2,4) + deg(2) deg(5)d(2,5)
+ deg(2) deg(6)d(2,6) + deg(2) deg(7)d(2,7) + deg(3) deg(4)d(3,4) + deg(3) deg(5)d(3,5)
+ deg(3) deg(6)d(3,6) + deg(3) deg(7)d(3,7) + deg(4) deg(5)d(4,5) + deg(4) deg(6)d(4,6)
+ deg(4) deg(7)d(4,7) + deg(5) deg(6)d(5, 6) + deg(5) deg(7)d(5,7) + deg(6) deg(7)d(6,7)

=7-2-14+7-2-1+7-2-14+7-7-14+7-2-14+7-2-14+7-2-14+2-2-24+2-2-2
+2.7-14+2-2.242-2-242-2.-24+2-2-242-7-14+2-2.242-2-242-2-2
+2.2.24+2.-7-142-2-242-2-24+2-2.247-2-14+7-2-14+7-2-14+2-2-2
+2-2.2

=337

Subgraf dari graf koprima prima I'z, untuk n = p* adalah graf lengkap dan bipartit. Hal ini
dijelaskan pada teorema berikut

Teorema 1.1. [12] Misal diberikan T'z,, graf koprima prima dari grup Z,. Jika n = p* dengan p prima dan
k > 2 bilangan bulat, maka subgraf dari graf U'z,, adalah graf lengkap K, dan bipartit K, ,x_,.

Graf lengkap yang terbentuk pada Teorema 1.1 terdiri dari himpunan simpul
{0,pF=1 2pF=1 3pF=L ... (p — 1)p*~1}. Lebih jauh, derajat simpul dari graf tersebut ada dua
jenis, yaitu berderajat p* — 1 dan p. Derajat simpul graf ini dijelaskan pada teorema berikut

Teorema 1.2. [12] Misal diberikan T'z,, graf koprima prima dari grup Z,. Jika n = p* dengan p prima dan
k > 2 bilangan bulat, maka derajat simpul dari graf Iy, terdiri dari dua, yaitu

k_1 i
deg(v):{p ,UG 1
D v € Va

dengan

Vi={0,p"" 20" 3 (o - 1P
VYQ = {07 17273a cee 7pk - 1}\V1

2. Hasil dan Pembahasan

Rumus umum untuk indeks Harmonik dapat dilihat pada teorema di bawah ini
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Teorema 2.1. Misal diberikan Tz, graf koprima prima dari grup Z,,. Jika n = p* dengan p prima dan k > 2
bilangan bulat, maka indeks Harmonik dari graf Iz, adalah

p2 —p N 2(pk+1 _p2)
2(pF—-1)  pF+p-1

H(T'z,) =

Bukti. Himpunan simpul pada graf I'z,, akan dipartisi menjadi dua himpunan, yaitu

Vi={0,p" 20" 3 o - 1P
‘/2 :{0)1)27357pk_1}\‘/1

Dalam pembuktian ini akan memanfaatkan deret aritmatika. Lebih jauh, notasi .S, diartikan sebagai
jumlah p suku pertama barisan aritmetika. Sama halnya dengan S,_; yang dimaksudkan untuk
jumlahan p — 1 suku pertama. Perhatikan,

1) Sisi yang menghubungkan dua simpul berbeda di Vj, yaitu w; dan v; dengan uw; # wvi.
Berdasarkan Teorema 1.2, diperoleh bahwa deg (u;) = deg (v1) = p*—1. Selanjutnya karena graf
dari himpunan verteks V; membentuk graf lengkap berdasarkan Teorema 1.1, maka jumlah
edge dari graf tersebut adalah S,,_;. Oleh karena itu, didapat

2 2
> deg (ur) + deg (v1) Sp1 (PF =1+ @"-1)

U1U1€E(an)
1
——(p—1
_ r-p
2(p" - 1)

2) Sisi yang menghubungkan V; ke V5. Misal u; € Vi dan vy € V3, maka berdasarkan Teorema 1.2
didapat deg (u1) = p* — 1 dan deg (v2) = p. Selanjutnya sisi yang menghubungkan V; dan V5
sejumlah (p*~! — 1) S,. Oleh karena itu, diperoleh

2 ( h—1 2
Z =\r - 1) Sp E
st BTy, ) 968 (u1) + deg (v2) (" =1) +p

L/ ke 2 2
— - _1) . R
5 (p (p” +p) P —
_pk+1+pk_p2_p
pPF+p—1

3) Sisi yang menghubungkan V, ke V. Misal u € V3 dan v € Vi, maka berdasarkan Teorema 1.2
didapat deg (u2) = p dan deg (v1) = p* — 1. Selanjutnya sisi yang menghubungkan V» dan V;
sejumlah (p*~! — 1) S,_;. Oleh karena itu, diperoleh

2 (k=1 . 2
Z deg (uz) + deg (v1) (p 1) Sp-1 p+ (pF —1)

ugv1€E(Tz,,)
(p’“‘l - 1) ®» —p)-

B pk 2 4
pPF+p—1

2
pr+p—1

1
2
P
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Selanjutnya didapat
2 2 9
H(Tz)= Y . .
v SB ) deg (u1) + deg (v1) = deg (u1) + deg (vz) weorSE ) deg (uz) + deg (v1)

pP—p PPl —pi—p pFL_pF_p2ip
2(pk —1) pF+p—1 pF+p—1

_ p2 —p 2 (pk-‘rl _p2)
2(pF—-1)  pF+p-1

p2 —p ) (pk-i-l _p2)

Jadi, indeks Harmonik dari graf I';,, adalah H (I'z,,) = SF=1) + T

Selanjutnya rumus umum untuk indeks Randic tertuang pada teorema di bawah ini

Teorema 2.2. Misal diberikan Tz, graf koprima prima dari grup Z,,. Jika n = p* dengan p prima dan k > 2
bilangan bulat, maka indeks Randic dari graf I'z,, adalah

R (an) _ ka_ P N pk+1 _ p2
20" =1 V@ -Dp

Bukti. Dengan menggunakan asumsi yang sama pada Teorema 2.1, maka diperoleh

1. Untuk uq, v, € V1, dengan u; # vy

Z 1 _ Sp_l ) 1

uiv1€E(Ty,) \/deg (u1) deg (v1)

1 1
=-(p-1)

20 (pk —1)°
PP -p
C2(pF - 1)

2. Untuk sisi yang menghubungkan V; ke V5, dengan u; € Vi dan vy € V3

Z 1 :<pk1_1)5p.(1

uv2€E(l'z,,) \/deg (u1) deg (v2) pF—1)p

_ 1 k—1 2 ;

_2<p 1) " +2) (PF—1)p

_pk+1+pk_p2_p

2V (P =1)p
3. Untuk sisi yang menghubungkan V3 ke V; dengan us € V3 dan vy € Vis
1 k—1 1

=(p" 1) S —m—
L/ 2 1

= — -1 o e
2 (p > v (P* —1)p
PP pk 2 4 p

2v/(PF = 1)p
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Selanjutnya diperoleh
R(z)= Y : DY : DY 1
Ln) —
uiv1€E(T'y,,) \/deg ul deg (Ul) u1v2€E(T'g,,) \/deg (ul) deg (UQ) ugv1€E(T'y,,) \/deg (U‘Q) deg (Ul)
opP—p PP 4t —pP—p PPl —pF—pP4p
2(pF - 1) 2/ (pF = 1)p 2/ (pF - 1)p
P’ —p prrl — p?

DN P —1)p
0

Teorema 2.3. Misal diberikan Tz, graf koprima prima dari grup Z,,. Jika n = p* dengan p prima dan k > 2
bilangan bulat, maka indeks Gutman dari graf I'z, adalah

1
Gut (Iz,) = = (5p2k+2 _ Gkt g p? — p2RHl Lophtl o gpkt3 L opt | 4p3)

Bukti. Dengan asumsi yang sama pada Teorema 2.1, maka diperoleh

a) Untuk uy,v; € Vi, dengan u; # vi. Karena graf yang terbentuk untuk simpul V; adalah graf
lengkap, maka jarak dua simpulnya sama dengan 1. Oleh karena itu, diperoleh

Z deg (u1) deg (v1)d(u1,v1) = Sp—1 (pk — 1) (pk — 1) -1

u1,v1€V(Tz,)
1 2
=5(—1p (p'“ —~ 1)

1 1 1 1
k+1 B2 2kl o2k | D2

=p -p 2p 5 5 2p

b) Jarak simpul V; ke V5, yaitu u; € V; dan vy € V5 sama dengan 1, d(uq,v2) = 1. Oleh karena itu,
diperoleh

Z deg (u1) deg (ve)d(uy, v2) = (pkil — 1) Sp (pk — 1) p-1

ul,v2€V(FZn)
1 _
=5 (p'“ ! —1) (p+1)p<pk—1)p

Logr 1 oA 1p2k+1+}p2k+2 k+2Jr p n 1p2

Y o 2 2 2

c) Jarak simpul V5 ke Vi, yaitu us € V, dan v, € V; sama dengan 1, d(uz, v1) = 1. Oleh karena itu,
diperoleh

Z deg (usz) deg (v1)d(usg, v1) (pk 1 1) D1 - p(p —1) 1

u2,01€V(T'z,)
= (1 =1) (50~ vp) (1)
=5

1, 1 k+3_1 okt1 , 1 2k+2+} 3 14

1
2P oP" TP ol TP

d) Jarak dua simpul berbeda di V3, us # vo € V5, adalah d(ug,v2) = 2. Selanjutnya berdasarkan
Teorema 1.2 diperoleh deg (u2) = deg (v2) = p. Lebih jauh, banyaknya lintasan terpendek yang
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terbentuk, yaitu (ug, v2), sejumlah Spk_p_1- Oleh karena itu, diperoleh

Z deg (uz) deg (v2)d(uz,v2) = Spk_,,_1 P~ p -2
ug,w2€V (Tz,,)

1
=§(p'“—p—1) (pk—p)p2~2

kT2 _gpht3 22 a3

Dari a), b), ), dan d) didapat

Gut (T'z,) = > deg(u)deg (v1)d(u1,v1) + > deg(uy) deg (v2)d(us,v2)
{u1,U1}EV(FZn) {u1,U2}EV(FZn)
> deg (uz) deg (v1)d(uz, v1) + > deg (uz) deg (v2)d(uz, v2)
{uz,v1}€V(Tz,) {uz,va}eV(Tz,)
1 1 1 1 1 1 1
_ k+1 _ k+2  * 2k+1 | * 2k4+2 | - 2 ot ok+l 4 k43t 2k+1
= <P p 2]0 + 2]9 + 21? 2P> + ( 2]7 2P + 2]?
1 2k+2 k42 1 3 1 2 1 k+1 1 k+3 1 2k+1 1 2k+2 1 3 1 2
+2p p + 21? + 217 + 2]9 219 217 + 217 + 21? 217

n (_pk+2 _gpht3 4 p2ht2 |t +p3)

1 1 1 )
e 5p2 —5p- §p2k+1 4 5pzk+2 4L gkt g2

1
Gut (Tz,) = 5 <5p2k+2 —6pFt? 4 p? — pPRHL pophtl _p _gpht Lopt 4 4p3>

3. Kesimpulan

Dari penjelasan di atas diperoleh nilai dari indeks Harmoni, Randic, dan Gutman untuk graf
koprima prima I'z, dengan n = p* untuk bilangan prima p dan bilangan bulat k > 2, yaitu

1. Indeks Harmonik
p?—p . 9 (pk+1 _ pz)
2(pF=1)  pF+p—1

H(I'z,) =

2. Indeks Randic

2 —p PRl p2

265 -1) " - D)

R(I'z,) =
3. Indeks Gutman

Gut (Tz,) = <5p2k+2 _6ph 2 4 p? — PRl Lophtl _p _GphtS L opt o 4p3)

N
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