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Abstrak: Graf pertama kali diperkenalkan oleh Leonard Euler melalui permasalahan Jembatan
Konigsberg pada tahun 1736. Misalkan G adalah graf terhubung dengan himpunan verteks V(G)
dan himpunan sisi E(G). Konsep jarak pada graf melahirkan pengertian dimensi metrik dan dimensi
metrik lokal. Misalkan W C V(G) dengan W = {w;,ws,...,w,}. Representasi suatu verteks
x € V(G) terhadap W didefinisikan sebagai r(z | W) = (d(z, w1),d(x,w2), ..., d(z, wy,)). Himpunan
W disebut sebagai himpunan pembeda lokal dari graf G jika untuk setiap pasangan verteks yang
saling bertetangga =,y € V(G) berlaku r(z | W) # r(y | W). Kardinalitas minimum dari himpunan
tersebut disebut sebagai dimensi metrik lokal graf G dan dilambangkan dengan dim,(G). Penelitian
ini bertujuan untuk menentukan dimensi metrik dan dimensi metrik lokal pada graf ular segitiga
T, serta pada graf-graf yang diperoleh dari operasi korona antara 7}, dan graf lintasan berorde dua.
Metode yang digunakan adalah studi literatur dengan analisis struktur graf dan jarak antarverteks.
Hasil penelitian menunjukkan bahwa dimensi metrik dan dimensi metrik lokal graf ular segitiga
bernilai 2. Selain itu, dimensi metrik lokal graf T, ©® P, adalah 2n + 1, sedangkan dimensi metrik
lokal graf P, ® T;, bernilai n + 3 untuk n ganjil dan n + 2 untuk n genap.

Kata Kunci: Dimensi Metrik, Graf Ular Segitiga, Dimensi Metrik Lokal, Operasi Korona

Abstract: Graphs were first introduced by Leonard Euler through the Kénigsberg Bridge problem in
1736. Let G be a connected graph with vertex set V(G) and edge set E(G). The concept of distance
in graphs leads to the notions of metric dimension and local metric dimension. Let W C V(G) with
W = {wy,ws,...,w,}. The representation of a vertex z € V(G) with respect to W is defined by
r(z | W) = (d(z,w1),d(z,ws),...,d(z,w,)). The set W is called a local resolving set of G if for every
pair of adjacent vertices u,v € V(G), r(u | W) # r(v | W). The minimum cardinality of such a set is
called the local metric dimension of G and is denoted by dim,(G). This research aims to determine
the metric dimension and local metric dimension of the triangular snake graph 7;,, as well as graphs
obtained from the corona operation between 7}, and a path graph of order two. The method used
is a literature study with an analysis of graph structure and vertex distances. The results show that
both the metric dimension and the local metric dimension of the triangular snake graph are equal to
2. Moreover, the local metric dimension of T,, ® P, is 2n + 1, while that of P, ® T}, isn + 3 for odd n
and n + 2 for even n.
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1. Pendahuluan

Konsep dimensi metrik pada teori graf diperkenalkan pertama kali oleh Harary dan Malter pada
tahun 1976. Harary mendefinisikan dimensi metrik melalui himpunan pembeda [1]. Misalkan graf
G terhubung dengan masing-masing himpunan verteks dan edge adalah V(G), E(G). Diberikan
W = {wi,wy,...,w,} himpunan bagian dari V(G). Representasi setiap © € V(G) terhadap
W didefinisikan sebagai r(z|W) = (d(z,w1),d(z,w2),...,d(xz,wy,)). Jika setiap pasangan verteks
berbeda u,v € V(G) berlaku r(u|W) # r(v|W), maka W disebut himpunan pembeda graf G.
Kardinalitas minimum W disebut dimensi metrik dari graf G dan dinotasikan dim(G). Lebih
lanjut, W dinyatakan sebagai basis metrik dari G [2]. Beberapa penelitian yang membahas tentang
dimensi metrik diantaranya [3], [4], [5], [6] dan [7]. Salah satu dimensi metrik mempunyai beberapa
karakteristik yaitu, dim(G) =1 < G = P,.

Teorema 1.1. [2] Diberikan graf terhubung G dengan n verteks, maka dim(G) = 1 jika dan hanya jika
G=P,.

Dimensi metrik lokal adalah pengembangan dari dimensi metrik yang merupakan perluasan dari
himpunan pembeda menjadi pembeda lokal. Topik dimensi metrik lokal diperkenalkan pertama
kali pada tahun 2010 oleh Okamoto [8]. Pada pendekatan ini, W disebut sebagai himpunan
pembeda lokal graf G jika setiap pasangan verteks bertetangga =,y € V(G) dengan = # y berlaku
r(z|W) # r(y|W). Lebih lanjut, kardinalitas minimum dari himpunan pembeda lokal W disebut
dimensi metrik lokal dan biasa ditulis dim,(G) serta W disebut basis metrik lokal dari G. Dimensi
metrik lokal telah diaplikasikan pada beberap graf seperti graf split dan unisiklik [9], graf musical
dan stacked prism [10], operasi korona [11], serta operasi amalgamasi [12]. Okamoto membuktikan
bahwa graf G mempunyai nilai 1 jika G adalah graf bipartit.

Teorema 1.2. [8] Diberikan graf terhubung G dengan n verteks, maka dim,(G) = 1 jika dan hanya jika G
merupakan graf bipartit.

Salah satu operasi pada graf adalah operasi korona yang pertama kali dikenalkan oleh
[13]. Dimensi Metrik lokal lebih lanjut dikaji pada graf hasil operasi korona, yang kemudian
dikembangkan oleh Rodriguez-Velazquez [14]. Graf hasil operasi korona G| dan G2, dilambangkan
G1 © G2 adalah graf yang dibentuk dari satu salinan 1 dan salinan G> sebanyak orde (1, dengan
setiap verteks ke-i pada G; dihubungkan ke seluruh verteks pada salinan ke-i dari G2 [15].

Graf ular segitiga 7}, adalah graf yang mempunyai hubungan antara graf lintasan dengan graf
siklus orde 3 [16]. Penelitian tentang graf 7}, telah dikaji oleh peneliti seperti [17], [18] dan [19].
Agasthi mendefinisikan bahwa, graf 7;, merupakan graf yang diperoleh dari suatu graf lintasan P, =
u1, ..., u, dengan cara menggabungkan setiap pasangan verteks berurutan u; dan u;; dengan satu
verteks baru v;, untuk setiap 1 < ¢ < n. Setiap edge pada graf lintasan diganti dengan graf Cj,
sehingga graf ular segitiga dapat dipandang sebagai hasil penambahan satu verteks pada setiap edge
lintasan yang membentuk rangkaian subgraf C3 menyerupai bentuk ular. Masing-masing himpunan
verteks dan himpunan edge pada graf ular segitiga didefinisikan sebagai berikut.

V(T,) = {ui,ug, ..., up,ups1} U{vr,va, ... 00},
E(T,) = {uwivit1, wvi, uip1v; | 1 < <n}.
Dengan demikian, didapat bahwa, |V (T},)| = 2n + 1, |E(T},)| = 3n.
2. Metode Penelitian

Penelitian ini menggunakan pendekatan studi literatur yang dipadukan dengan analisis teoretis
terhadap struktur graf yang dikaji. Tahap awal dilakukan dengan menelaah konsep dimensi metrik
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U1 V2 v3 Un

uy U2 u3 Uy Un, Un+1

Gambar 1.1: Graf T},

dan dimensi metrik lokal beserta hasil-hasil penelitian terdahulu yang relevan sebagai latar belakang
penulisan. Selanjutnya, dilakukan karakterisasi struktur graf ular segitiga 7}, serta graf hasil operasi
korona T, ® P, dan P> ® 1), meliputi penentuan himpunan verteks dan himpunan sisi masing-
masing graf. Berdasarkan karakterisasi tersebut, ditentukan kandidat himpunan pembeda lokal
pada setiap graf yang dikaji dengan melihat representasi setiap verteks terhadap himpunan tersebut
guna memverifikasi bahwa setiap pasangan verteks bertetangga memiliki representasi yang berbeda.
Selanjutnya, pembuktian himpunan pembeda lokal dengan kardinalitas minimum dilakukan
menggunakan metode kontradiksi, yaitu dengan mengasumsikan keberadaan himpunan pembeda
lokal dengan kardinalitas lebih kecil dan menunjukkan adanya pasangan verteks bertetangga yang
memiliki representasi sama. Melalui tahapan tersebut diperoleh nilai dimensi metrik dan dimensi
metrik lokal pada graf yang diteliti.

3. Pembahasan

Berikut diberikan sifat yang menyatakan bahwa graf ular segitiga dengan orde 2n + 1 memiliki
dimensi 2.
Teorema 3.1. Jika T,, adalah graf ular segitiga dengan orde h = 2n + 1, maka dim(T,,) = 2.

Bukti. Diberikan 7,, graf ular segitiga dengan orde h = 2n + 1. Misalkan V(7,) =
{u,ug, ..., up, uns1} U {v1,v2,...,v,}. Dipilih himpunan W = {u;,u,41}. Representasi setiap
verteks di graf T}, terhadap himpunan W diperoleh sebagai berikut

'r(uﬂW) = (d(ula ul): d(ula un+1)) = (Oa n);

r(uz|W) = (d(ug, u1), d(uz, unt1)) = (1,n = 1);

r(un|W) = (d(un, u1), d(un, unt1)) = (n — 1,1);
r(un1[W) = (d(unt1,u1), d(tn1, un+1)) = (n,0);
r(vi|W) = (d(v1, u1), d(vi, un1)) = (1,n);
r(v2|W) = (d(v2, u1), d(v2, un+1)) = (2,n — 1);

F(0al W) = (d(vn, ur), d(vn, tni1)) = (n,1).

Oleh karena Vz,y € V(T},) dan x # y diperoleh r(z|W) # r(y|W), maka himpunan W pembeda dari
graf T),. Oleh karena T;, graf ular segitiga dan berdasarkan Teorema 1.1, maka dim(7T;,) # 1. Dengan
demikian, W himpunan pembeda dengan kardinalitas minimum 2. Maka dim(7},) = 2. O
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Teorema 3.2. Jika T,, adalah graf ular segitiga dengan orde h = 2n + 1, maka dim,(T,,) = 2.

Bukti. Diberikan T,, graf ular segitiga orde h = 2n + 1. Misalkan V(7},) = {u1,u2, ..., Un, Upt1} U
{v1,v,...,v,}. Dipilih W = {1, uy+1}. Representasi setiap verteks = € V (T;,) terhadap W adalah

r(ur|W) = (d(uy,ur), d(u1, up+1)) = (0,n);
r(u2|W) = (d(uz, u1), d(uz, unt1)) = (1,n — 1);

r(un|W) = (d(un, u1), d(un, unt1)) = (n —1,1);
r(Uun1|W) = (d(upt1, u1), d(unt1, tn+1)) = (n,0);
r(v1|W) = (d(v1, u1), d(v1, upt1)) = (1,n);
r(v2[W) = (d(v2, u1), d(v2, un+1)) = (2,n — 1);

T(vn|W) = (d(vnaul)vd(vnaunJrl)) = (’I’L, 1)'

Oleh karena Vz,y € V(7)) bertetangga dan = # y diperoleh r(z|W) # r(y|W), jadi himpunan W
adalah pembeda lokal dari graf 7,,. Dikarenakan 7,, graf ular segitiga, berdasarkan Teorema 1.2,
maka dimy(T),) # 1. Dengan demikian, W himpunan pembeda lokal dengan kardinalitas minimum
2. Sehingga, dimy(7},) = 2. O

Graf T,, ©® P, dibentuk dengan mengambil sebuah graf 7;, dan salinan Hy, Ho, ..., H; dari graf P,
untuk setiap i € {1,2,...,h}. Kemudian menghubungkan semua verteks hasil salinan H; dengan
masing-masing verteks pada 7},. Didefinisikan himpunan verteks dan sisi pada graf 7;, © P adalah.

V(T,© Py) ={ui; i € I,n+1}U{vj; j € [L,n]}U{pl; me1,2],ie[l,n+1]}U{g,; me[l,2],
j € [1,n]}

E(T, © P») = {ujuiq1; i € [1,n]} U {p:npzn—i-ﬁ m e [1],i € [l,n+1]}U {Qang;m—&-l; m € [1],5 € [1,n]}
U{uiph,; m € [1,2], € [1,n+ 1]} U {vjqg),; m € [1,2],5 € [1,n]} U{uwvg;i € [1,n + 1],
j € [1,n]}.

Dengan demikian, diperoleh bahwa, |V (T}, ® )| = 6n + 3, |E(T;, © P»)| = 9n + 3.

a a @ @ qt @

p Pl i Pttt
Gambar 3.2: Graf T;,, ® Py

Selanjutnya, diperoleh teorema mengenai dimensi metrik lokal dari graf 7, ® P.
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Teorema 3.3. [ika T}, graf ular segitiga berorde h = 2n-+1dan P graf lintasan, maka dim,(T,0P,) = 2n+1.

Bukti. Misalkan graf ular segitiga T}, berorde h = 2n + 1 dan graf lintasan P,. Diberikan T, © P,
dengan V(T,, ® P2) = {u;; i € [L,n+ 1]} U{vj; 5 € [L,n]} U{pi,; m € [1,2],i € [L,n+1]}U{gh; m €
[1,2],5 € [1,n]}. Dipilih himpunan W = {p}, p? . pg”rl, a, ¢, ... q¢}, dengan |W| = 2n + 1.
Representasi setiap verteks z € V(T), ® %) terhadap W adalah

r(wm|W)=(1,2,3,....,n+1, 2,3,4,...,n+1);

rlup|W) = (2,1,2,3,...,n, 2,2,3,4,...n);

r(un|W) = (n,n—l,n—l,...,2,1,2, n,n—1,n—1,...,3,22);

r(upe1|W)=(n+1,n,n— 53,2, 1, n+1,nn—1,...,4,3,2)
r(v|W) = (2,2,3,4,...,n+1, 1,3,4,5,...,n+1);
r(ve|W) =1(3,2,2,3,4,5,...,n, 3,1,3,4,5,...,n);

r(op|W)=(n+1,n,n— ,3,2,2, n+1,n,n—1,...,4,3,1);
r(pl\W):(0,3,4,5,...,n+2,3,4,5,...,n—i—2);
r(p?W) = (3,0,3,4,5,...,n+1, 3,3,4,5,...,n+1);

r(piW)=mn+1,nn-1,...,4,3,0,3, n+ 1,n,n — ,4,3,3);
r(p W) = (n+2,n+1,n,. .,4,3,0,n+2,n+1,n,...,5,4,3);
r(py|W) = (1,3,4,5,....,n+2, 3,4,5,...,n+ 2);
r(pa|W) = (3,1,3,4,5,...,n+1, 3,3,4,5,...,n+1);

r(psW)=mn+1,nn—-1,...,4,3,1,3, n+1,n,n—1,...,4,3,3);

r(py W) =(n+2,n+1,n,...,4,3,1, n+2,n+1,n,...,54,3);
r(gHW) = (3,3,4,5,...,n+2, 0,4,5,...,n+2);
r(@W) = (4,3,3,4,5,...,n+1, 4,0,4,5,...,n+1);

r(gtW)=mn+2,n+1,n,...,4,3,3, n+2,n+ 1,n,...,54,0);
r(@W) =(3,3,4,5,...,n4+2, 1,4,5,...,n+2);
r(@3W) = (4,3,3,4,5,...,n+1, 4,1,4,5,...,n+1);

r(ggW)=m+2,n+1,n,...,4,3,3, n+2,n+1,n,...,54,1).
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Setiap verteks bertetangga x,y € V (T,
W adalah pembeda lokal dari graf T,, © Px.

lokal S = {p}, p?, ... pI*%, af, &%, ... ¢/ '} dengan |S| = 2n < 2n + 1. Representasi setiap verteks
zeV(T,® P) terhadap himpunan S adalah
r(uilS) =(1,2,3,...,n+1, 2,3,4,...,n);
r(ug)S) = (2,1,2,3,...,n, 2,2,3,4,...n— 1);
r(up|S)=(m,n—-1,n-1,...,2, 1,2, n,n—1,n—1,...,3,2);
r(upt1|S)=(n+1,nn—-1,...,3,2,1, n+1,n,n—1,...,4,3)
r(v1)S) =1(2,2,3,4,...,n+1, 1,3,4,5,...,n);

r(v]S) = (3,2,2,3,4,5,...,n, 3,1,3,4,5,...,n— 1);
r(op|S)=(Mn+1,nn—-1,...,3,2,2, n+1,n,n—1,...,4,3);
r(pi|S) = (0,3,4,5,...,n+2, 3,4,5,...,n+1);
r(pf]S) = (3,0,3,4,5,...,n +1, 3,3,4,5,...,n);
r(ptlS)=Mm+1,nn—-1,...,4,3,0,3, n+1,n,n—1,...,4,3);
r(pt™S) = (n+2,n+1,n,...,4,3,0, n+2,n+1,n,...,54);
r(ps|S) = (1,3,4,5,...,n+2, 3,4,5,...,n+1);
r(p3S) = (3,1,3,4,5,...,n+1, 3,3,4,5,....n);
r(py|S)=m+1Lnn—-1,...,43,1,3, n+1,n,n—1,...,4,3);
rEsS) = (n+2,n+1,n,...,4,3,1, n+2,n+1,n,...,5,4);
r(qi|S) = (3,3,4,5,...,n+2, 0,4,5,...,n+1);
r(qi]S) = (4,3,3,4,5,...,n+1, 4,0,4,5,... . n);
r(qt|S)=(n+2,n+1,n,...,4,3,3, n+2,n+1,n,...,54);
r(ga|S) = (3,3,4,5,...,n+2, 1,4,5,...,n+1);
r(g3]S) = (4,3,3,4,5,...,n+1, 4,1,4,5,...,n);
r(g5|S)=(n+2,n+1,n,...,4,3,3, n+2,n+1,n,...,54).

Zuha dkk.

® P,) dan z # y diperoleh r(z|W) # r(y|W), jadi himpunan
Selanjutnya, andaikan terdapat hlmpunan pembeda

Terdapat verteks bertetangga ¢i', ¢y € T,, © P> dengan ¢ # ¢4 sehingga diperoleh r(q}'|S) =
r(g3|S). Hal ini terjadi karena kedua verteks tersebut berada pada salinan graf P yang sama
dan memiliki posisi yang simetris terhadap seluruh elemen dalam himpunan S. Ketika salah
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satu elemen pembeda yang sebelumnya membedakan keduanya tidak dimasukkan ke dalam S,
jarak kedua verteks tersebut terhadap setiap elemen di S menjadi identik. Akibatnya, himpunan
S bukan merupakan pembeda lokal. Oleh karena itu, pengandaian tersebut harus diingkar.
Dengan demikian, tidak terdapat himpunan pembeda lokal dengan kardinalitas kurang dari 2n + 1.
Akibatnya, himpunan W dengan |IW| = 2n + 1 merupakan pembeda lokal dengan kardinalitas
minimum. Sehingga terbukti bahwa dim,(T,, © P») = 2n + 1. O

Graf P» ® T, dibentuk dengan mengambil sebuah graf P» dan salinan dari 7}, yaitu H;, Hs.
Kemudian menghubungkan semua verteks hasil salinan H;; i € [1,2] dengan masing-masing
himpunan verteks pada graf P. Berikut ddefinisi himpunan verteks dan sisi pada graf P ® T,,.

V(R OT,) ={pm; me [1,2]}U{w"; i € [1,n+1],m € [1,2]} U {v]";
jell,n],mell,2]}
E(P, © Ty) = {pmpm+1; m € [1} U{ui"ui} ;5 @ € [1,n],m € [1,2]}U
{ui™ i i e [L,n+1],7 € [1,n],m € [1,2]} U {pmu;";
i€ [L,n+1],me[l,2]} U{pnv]’; j € [1,n],m € [1,2]}.
Dengan demikian, diperoleh bahwa, |V (P, © T,,)| = 4(n+ 1), |[E(P, ©® T,,)| = 10n + 3.

ol Ui

2
Tyl U1

Gambar 3.3: Graf P, © T,

Teorema 3.4. Misalkan P» graf lintasan orde 2 dan T, adalah graf ular segitiga orde h = 2n + 1, maka

' n+ 3, untukn ganjil,
dimy(P, © 1) =
n+ 2, untukn genap.

Bukti. Misalkan P graf lintasan dan 7,, graf ular segitiga orde h = 2n + 1. Diberikan P, ® T;,
dengan V(P © Tp) = {pm; m € [L2} U{uy; i € [Ln+ 1,m € [L2]} U{v]; j €
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[1,n],m € [1,2]}. Pembuktian ini akan dibedakan menjadi dua kasus. Pembuktian pada kasus

pertama yaitu, akan dibuktikan dimy(P> ® T;,) = n + 3, untuk n

1,1 1 1 1 2 .2 .2 2
{ug, ug, uy, ooy Up g, U, U, Uz, UL, ..., Up_q,

verteks z € V(P ® T;,) terhadap W adalah sebagai berikut

ganjil. Dipilih himpunan W =

u?,,} dan |W| = n + 3. Representasi setiap

r(p W) =(1,1,1,...,1,1, 2,2,2,...,2,2);
r(p|W) =(2,2,2,...,2,2, 1,1,1,...,1,1);
r(ul|lW) =(0,1,2,2,2,...,2,2, 3,3,3,...,3,3);
r(us|W) = (1,0,2,2,2,...,2,2, 3,3,3,...,3,3);
r(ul|W) =(2,2,2,...,2,2,1,1, 3,3,3,...,3,3);
r(up 1 |W) = (2,2,2,...,2,2,2,0, 3,3,3,...,3,3);
r(ol|W) =(1,1,2,2,2,...,2,2, 3,3,3,...,3,3);
r(odW) =(2,1,2,2,2,...,2,2, 3,3,3,...,3,3);
r(vpid W) =(2,2,2,...,2,2,1, 3,3,3,...,3,3);
r(uW) = (3,3,3,...,3,3, 0,1,2,2,2,...,2,2);
r(udW) =(3,3,3,...,3,3, 1,0,2,2,2,...,2,2);

r(uZ|W) = (3,3,3,...

r(u W) =(3,3,3,...,3,3, 2,2,2,...,2,
r(?|W) =(3,3,3,...,3,3, 1,1,2,2,2, ...
r(vs|W) = (3,3,3,...,3,3, 2,1,2,2,2, ...

r(v2W) = (3,3,3,...,3,3, 2,2,2,...,2,

Oleh karena setiap verteks saling adjacent x,y € V(P ©® T,) dan x

maka W merupakan himpunan pembeda lokal dari graf 2, ® T,
1 2 .2 .2 .2
un+1’ Uy, Uz, Uy, Ug, ---,

pembeda lokal S = {u}, ud, u}, ..., ul 4,

03,3, 2,2,2,...,2,2,1,1);

2,2,0);
,2,2);
,2,2);

2,1).

# y diperoleh r(x|W) # r(y|W),
. Andaikan terdapat himpunan

u72173, ungl} dan [S] =

n + 2 < n + 3. Representasi setiap verteks x € V(P> ® T},) terhadap S adalah sebagai berikut

r(mlS) = (1,1,1,...

r(p2)S) = (2,2,2,...,2,2, 1,1,1,...,1
r(ui]S) =(0,1,2,2,2,...,2,2, 3,3,3,...
r(us]S) = (1,0,2,2,2,...,2,2, 3,3,3,...
r(uplS) =(2,2,2,...,2,2,1,1, 3,3,3,...
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r(upiq|S) = (2,2,2,...,2,2,2,0, 3,3,3,...,3,3);
r(vf]S) = (1,1,2,2,2,...,2,2, 3,3,3,...,3,3);
r(va|S) = (2,1,2,2,2,...,2,2, 3,3,3,...,3,3);

r(vh]S) =(2,2,2,...,2,2,1, 3,3,3,...,3,3);
r(uilS) = (3,3,3,...,3,3, 0,1,2,2,2,...,2,2);
r(u3|S) = (3,3,3,...,3,3, 1,0,2,2,2,...,2,2);

r(u?|S) = (3,3,3,...,3,3, 2,2,2,...,2,1);
r(uziq|S) = (3,3,3,...,3,3, 2,2,2,...,2,2);
r(v?|S) = (3,3,3,...,3,3, 1,1,2,2,2,...,2,2);
r(v3]S) = (3,3,3,...,3,3, 2,1,2,2,2,...,2,2);

r(v2)S) =(3,3,3,...,3,3, 2,2,2,...,2,2).

Terdapat verteks u2 , ,,v2 € V (P, ®T,) yang saling adjacent dengan u2 , | # vZ diperoleh r(u?_|S) =
r(v2]S), maka himpunan S bukan merupakan pembeda lokal. Dengan demikian, pengandaian di
awal harus diingkar. Oleh sebab itu, himpunan W dengan |[W| = n + 3 merupakan pembeda lokal
dengan kardinalitas minimum. Sehingga terbukti bahwa dim¢(P» ® T,) = n + 3, untuk n ganjil.
Kasus kedua akan dibuktikan dimy(P» ® T;,) = n + 2, untuk n genap. Dipilih himpunan W =

! 2 u?,,} dan |W| = n + 2. Representasi setiap

{uf, ul, ul, ..., ul_q, U}H_l, uf, u, ud, oo, udg,
verteks z € V(P ® T,) terhadap W adalah sebagai berikut

rip1 W) = (1,1,1,...,1,1, 2,2,2,...,2,2);

r(pe|W) = (2,2,2,...,2,2, 1,1,1,...,1,1);
r(ut|W) = (0,2,2,2,...,2,2, 3,3,3,...,3,3);
r(udW) =(1,1,2,2,2,...,2,2, 3,3,3,...,3,3);

r(ut W) =(2,2,2,...,2,2,1,1, 3,3,3,...,3,3);

r(uh 1 |[W) =(2,2,2,...,2,2,2,0, 3,3,3,...,3,3);
r(oi|W) =(1,2,2,2,...,2,2, 3,3,3,...,3,3);
(W) =(2,1,2,2,2,...,2,2, 3,3,3,...,3,3);

r(vh W) =(2,2,2,...,2,2,1, 3,3,3,...,3,3);
r(u3W) = (3,3,3,...,3,3, 0,2,2,2,...,2,2);
r(udW) =(3,3,3,...,3,3, 1,1,2,2,2,...,2,2);
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r(u|W) =(3,3,3,...,3,3, 2,2,2,...,2,2,1,1);

r(uz 4 |W) = (3,3,3,...,3,3, 2,2,2,...,2,2,2,0);
r(?|W) =(3,3,3,...,3,3, 1,2,2,2,...,2,2);
r(vs|W) =(3,3,3,...,3,3, 2,1,2,2,2,...,2,2);

r(w2W) = (3,3,3,...,3,3, 2,2,2,...,2,2,1).

Oleh karena setiap verteks x,y € V(P> ® T;,) yang saling adjacent dan = # y diperoleh r(z|W) #
r(y|W), sehingga himpunan W merupakan pembeda lokal dari graf P, ® T;,. Andaikan terdapat
himpunan pembeda lokal S = {u{, u}, u}, ..., w) ¢, ul . uf, 3, u? ..., w25 u2_,}dan
|S| = n+ 1 < n+ 2. Representasi setiap verteks z € V(P ® T,,) terhadap S adalah

r(piS) =(1,1,1,...,1,1, 2,2,2,...,2,2);

r(pa]S) = (2,2,2,...,2,2, 1,1,1,...,1,1);

r(ui]|S) = (0,2,2,2,...,2,2, 3,3,3,...,3,3);
r(us]S) = (1,1,2,2,2,...,2,2, 3,3,3,...,3,3);

r(ullS) =(2,2,2,...,2,2,1,1, 3,3,3,...,3,3);

r(upiq|S) = (2,2,2,...,2,2,2,0, 3,3,3,...,3,3);
r(vilS) = (1,2,2,2,...,2,2, 3,3,3,...,3,3);
r(valS) =(2,1,2,2,2,...,2,2, 3,3,3,...,3,3);

r(vplS) = (2,2,2,...,2,2,1, 3,3,3,...,3,3);
r(u?]S) = (3,3,3,...,3,3, 0,2,2,2,...,2,2);
r(u3S) =(3,3,3,...,3,3, 1,1,2,2,2,...,2,2);

r(u2|S) = (3,3,3,...,3,3, 2,2,2,...,2,1);
r(uzq|S) = (3,3,3,...,3,3, 2,2,2,...,2,2);
r(?]S8) = (3,3,3,...,3,3, 1,2,2,2,...,2,2);
r(v3|S) = (3,3,3,...,3,3, 2,1,2,2,2,...,2,2);

r(v2)S) =(3,3,3,...,3,3, 2,2,2,...,2,2).

Terdapat verteks u2 , ,,v2 € V (P, ®T,) yang saling adjacent dengan u2 , ; # vZ2 diperoleh r(u?_|S) =
r(v2]S), maka S bukan himpunan pembeda lokal. Akibatnya himpunan W dengan |W| = n + 2
merupakan himpunan pembeda lokal dengan kardinalitas paling kecil. Dengan demikian, terbukti
bahwa dim (P, ® T,,) = n + 2, untuk n genap. Berdasarkan kasus pertama dan kasus kedua, maka
Teorema 3.4 telah terbukti. O
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4. Kesimpulan

Berdasarkan hasil analisis dan pembahasan yang telah dipaparkan, dapat disimpulkan bahwa
graf ular segitiga 7;, memiliki dimensi metrik dan dimensi metrik lokal yang sama, yaitu bernilai
2. Selain itu, kajian terhadap graf hasil operasi korona menunjukkan bahwa struktur graf sangat
memengaruhi nilai dimensi metrik lokal. Untuk graf 7;, ©® P, dimensi metrik lokal bernilai 2n + 1.
Sementara itu, pada graf P, ®T;,, nilai dimensi metrik lokal dipengaruhi oleh paritas n, yakni bernilai
n+3 untuk n ganjil dan n+2 untuk n genap. Hasil penelitian ini memperkaya kajian tentang dimensi
metrik lokal pada graf hasil operasi korona serta menunjukkan bahwa karakteristik struktur graf,
khususnya keteraturan, berperan penting dalam penentuan kardinalitas himpunan pembeda lokal
minimum.
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