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Abstrak
Graf G didefinisikan sebagai pasangan terurut himpunan titik dan sisi,

dinotasikan dengan G = (V, E). Misalkan G = (V,E) danH = (V',E") suatu graf.
Hasil kali sisir antara graf G dan H, dinotasikan dengan G © H, yaitu graf yang
diperoleh dengan mengambil satu salinan graf G dan salinan sebanyak |V| dari
graf H dan mengidentifikasikan salinan ke-i dari graf H ke titik ke-i pada graf
G. Misalkan G suatu graf terhubung yang memuat selimut-H. Suatu pelabelan
H-ajaib dari graf G = (V,E) adalah suatu fungsi bijektif f:V(G) U E(G) -
{1,23,.., V(O + |[E(G)]}, sehingga f(H')= Zvev,f(v) + ZeEE,f(e) =k,
untuk semua subgraf H' yang isomorfik dengan H dengan k suatu konstanta.
Selanjutnya, graf G disebut H-ajaib super jika f(V) = {1,2,3, ..., [V(G)[}. Pada
jurnal ini, diberikan pelabelan P, &= F, ajaib super dari graf S,, = F, dengan
metode multi himpunan seimbang.

Kata kunci: Graf, Pelabelan H-ajaib super, hasil kali sisir, multi himpunan
seimbang.

1. PENDAHULUAN

Suatu graf G didefinisikan sebagai pasangan terurut himpunan(V, E)) dimana
Vadalah himpunan takkosong dari semua titik dan E adalah himpunan sisi
yang menghubungkan dua titik. Himpunan titik pada graf biasanya
dinotasikan dengan V(G) sedangkan himpunan sisi pada graf adalah E(G).
Banyaknya titik dan sisi pada graf G secara berturut-turut dinotasikan sebagai
V(G) dan E(G) [1].

Selanjutnya, diberikan definisi hasil ali sisir pada graf. Misalkan graf ¢ dan H
adalah graf terhubung yang memuat o sebagai salah satu titik pada graf H.
Hasil kali sisir antara graf G dan H, dinotasikan ¢ = H, merupakan graf yang

diperoleh dengan mengambil satu salinan dari graf ¢ dan salinan
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sebanyak |v(6)| dari graf H, kemudian menyatukan titik o pada graf H ke-i
dengan titik ke-i pada graf G [2].

Suatu graf G = (V, E) dikatakan memuat selimut H jika untuk setiap sisi pada
graf G termuat pada suatu subgraf yang isomorfik terhadap H [3]. Selanjutnya
graf G yang memuat selimut-H dikatakan H-ajaib jika terdapat fungsi bijektif
fiVUE->{12,...,|V|+ |E|} sehingga untuk setiap subgraf H' dari G yang
isomorfik dengan H berlaku f(H") = Yyev) f(V) + X(eer)f(e) = k dengank
adalah bilangan ajaib [2].

Selanjutnya, graf G disebut H-ajaib super jika f(V) = {1,2,...,|V|} [3].
Nirmalasari Wijaya, Ryan dan Kalinowski [4] membuktikan bahwa untuk
n ganjil dan sebarang k, graf kembang api Fy ,, merupakan graf F, ,-ajaib super.
Selanjutnya, Maryati, Salman, dan Baskoro [5] telah mengkarakterisasi semua
graf G sehingga gabungan terpisah dari graf G merupakan graf G- ajaib super.
Mereka juga telah membuktikan bilangan ajaib untuk gabungan dari graf
lintasan, yakni mP, untuk sebarang m dan n. Melanjutkan hasil yang sudah ada,
maka penulis hendak memaparkan hasil mengenai pelabelan P, = F, ajaib

super dari graf S, & F,.

2. MULTI HIMPUNAN SEIMBANG

Multi himpunan merupakan modifikasi himpunan yang mengijinkan unsur
yang sama muncul lebih dari satu kali [6]. Berikut diberikan notasi-notasi
yang digunakan terkait multi himpunan.
2X = Yxex X
[p.q] ={x|p<x<qx€l} (2.1)
}uip.q}=1{ppq}
4p.qr st ={rrr49997777.58s,5,5})

Suatu multi himpunan X dikatakan m-seimbang jika terdapat himpunan

X1, X3, ... X;m yang merupakan subhimpunan X dan untuk setiap k € [1, m]
berlaku

X
X | = lm_l
X
S =% (22)

X}, disebut subhimpunan seimbang dari X [6]. Berikut diberikan lema terkait
multi himpunan seimbang.

Lema 2.1.1 Diberikan m,ne N, m=>3. Jika n ganjil dan y genap maka X =
(m-1) {{1} W (m— D{u! [y(m+ 1), y(m+1) + 1]}} ¥ [1,3mn + 3n + m]

merupakan multi himpunan m- seimbang.

39



Jurnal Diferensial Vol. 03 No. 01, April 2021
E-ISSN: 2775-9644

Bukti:
Pertama, untuk setiap k € [1, m] bentuk

fbi), f(ay), f(ags1), £(€1), oor, f(€T,
Xie = f(Cer)s oo F(CR1), £(AD), e, f(AF"7),  dengan
f(dics1)s o F(dRETY)
fla)=i,1<i<m+1
flb) =3n(m+1+(m+1) —k1<k<m

£( !-):{j(m+1)+(m+1)+1—i; 1<i<m+1,1<j<n, jganjil 2.3)
jm+1) +i; 1<i<m+1,1<j<n, jgenap '

f(dg):{(l+n)(m+1)+i; 1<i<m+1,1<1<2n-1, lganjil
U+n+1D)(mMm+1D)+1-i1<i<m+1,1<1<2n-1, lgenap

Perhatikan bahwa untuk setiap k € [1,m], |X)| = 6n + 1 dan
X = f(bi) + far) + farer) + F(e) + F(f) + -+ f(e]) + f(Ceyn) + -+

fckean) + f(dD) + -+ fdf™™) +
f(digsr) + -+ F(dRED)
=9mn? + 9n? + 3mn + 6n + 1. (2.4)

Perhatikan nilai X berikut.

o _ 2(m+1)+2(m+1)+1+4(m+1)+)
LX=(m=1)+(m 1)(4(m+1)+1+---+(3n—1)(m+1)+1 +
(Bmn+3n+m)(3mn+3n+m+1)

2

=9m?n? + 6mn + 9mn? + 3m?n +m (2.5)
Berdasarkan persamaan (2.4) dan (2.5), diperoleh
X _om?n?+emn+9mn?+3min+m
m - m
=9mn? + 6n+9n? +3mn + 1
= XXk
W, X = X (2.6)

X
Xl = X

Jadi, X adalah multi himpunan m-seimbang.
Lemma 2.1.2: Diberikan m,n € N, m = 3. Jika m,n,y genap, maka X = (m —
1){ +13n(m+1)}u(m—1){u3" 2[y(m+1),y(m+ 1)+ 1]} v [1,3mn +
3n + m] merupakan multi himpunan m- seimbang.
Bukti:
Pertama, untuk setiap k € [1, m] bentuk

X {f(al) (@), £ (B, F(ED), v, FER, F(CRyr)s f(c,?ﬂ),}
e f(db), .., f(@, f(dk+1) f(d2Th

i';1SiSm+1,lgenap
_ 2
f(ai)_ m | i+1 ] . ..
;+T;1S1Sm+1,lgan]ll

dengan
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3n(m+1)+%+%,1SkSm,kganjil

f(b) = (2.7)

3n(m+1) + %, k genap
f(c.j) :{j(m+1)+(m+1)+1—i;1 <i<m+1,1<j<n,jganjil
L jm+1)+i ;1<i<m+1,1<j<n,jgenap
£(dh) ={(l+n+1)(m+ 1)+.1—i;.1 <i<m+1,1<1<2n-1,1ganjil
' U+n)(m+1D)+i;1<i<m+1, 1<1<2n-1, lgenap
Perhatikan bahwa untuk setiap k € [1,m], |X| = 6n + 1. Selanjutnya, berdasarkan
nilai k, bukti dibagi menjadi dua kasus.
Kasus 1. k ganjil
YXi = f(bi) + f(a) + f(arsn) + F(eD) + F(cD) + -+ F(e) + f(Cpyn) + -+
fleke) +f@D) + -+ f@™H) +
fdiyn) + -+ fARED
=9mn? +9n?+3mn+6n+m
Kasus 2. k genap
X = f(bi) + f(ar) + f(@ser) + FeD) + FeD) + -+ F () + fcher) + -+
flcke) +f@D + -+ f@F"H) +
fdirn) + -+ (AR
=9mn? +9n? +3mn + 6n+m
Perhatikan nilai Y X berikut.

ZX = m=1) (5 +1) + T2 (F) [20m + 1) + 3n(m + 1)]
ED(ED) 20+ D+ 1+ Gn-2)(m+ 1) +1]

M[Smn+3n+m+1]

=9m?n? + 9mn? + 3m?n + 6mn + m? (2.8)
Berdasarkan persamaan (2.4) dan (2.5), diperoleh

X _ om?n?+9mn?+3m?n+6mn+m?

+
+

m m

=9mn?+9m?+3mn+6n+m

= XXk
WM, X = X (2.9)
X =2

Jadi, X adalah multi himpunan m-seimbang.

3. HASIL UTAMA

Graf S, = F, adalah graf yang diperoleh dengan mengambil satu salinan graf
bintang dan m salinan dari graf kipas F,, kemudian menempelkan titik ke-i
dari graf kipas ke titik pada graf bintang S,,, untuk i€1,2,3,...,m. Berikut
diberikan himpunan sisi dan titik dari graf S;,, & F,.
VmeF)={ml<ism+Bup/|1<j<sni<ism+1)

E(Spe F) ={e|l<k<m}ufefll<i<2n-11<i<m+1}
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Berikut merupakan teorema tentang pelabelan P, = F, —ajaib super pada graf
Sm & F,.
Teorema 3.1. Graf Sy, & F, merupakan graf P, & F,-ajaib super untuk
a. m=3,n=3,mn € N,n bilangan ganjil
b. m=3,n=3,m,n €N,m,n bilangan genap
Bukti:
Bukti dibagi menjadi dua kasus.
Kasus 1: n ganjil
Berikut diberikan fungsi pelabelan graf S,, = F, untuk n ganjil m,n € N.
fv)=i,1<i<m+1
flep) =3nm+1D)+(m+1) -k, 1<k<m

j jim+1)+(m+1)+1-i;1<i<m+11<j<n, jganjil
fv)) = { N ) . . (3.1)
jm+1) +i; 1<i<m+1,1<j<n, jgenap
f(el)_{(l+n)(m+1)+i; 1<i<m+1,1<1<2n-1, [lganjil
Tl +n+1D)(m+1)+1-i;1<i<m+1,1<1<2n-1, lgenap

dengan f(v;) merupakan fungsi pelabelan titik pada graf bintang, f(ey)
merupakan fungsi pelabelan sisi pada graf bintang, f (vl] ) merupakan fungsi
pelabelan titik pada graf kipas, dan f(e/ ) merupakan fungsi pelabelan sisi pada
graf kipas. Berdasarkan Lema 2.1.1, diperoleh f(a;) = f(v;),f(by) = f(ex),
f (ij ) =f (vlj ), dan f (df) =f (eil). Perhatikan bahwa X; merupakan label titik
dan sisi dari subgraf P, &> F, ke-k pada graf S,, = F,. Menurut Lema 2.1.1,
jumlahan label titik dan sisi dari setiap subgraf P, = F, bernilai sama, yakni
9mn? 4+ 9n? + 3mn + 6n + 1. Selanjutnya, ditunjukkan bahwa fungsi pelabelan
yang diberikan merupakan fungsi bijektif. Perhatikan daerah hasil dari partisi
masing-masing fungsi f berikut.

fvil<i<m+1}) =[1,m+1]
f(h<j<sni<ism+1))=[m+2,mn+m+n+1] (3.2)
f({eijll <l<2n-11<i<m+1})=[mn+m+n+23mn+3n]

f(exll <k <m}) =[3mn+3n+ 1,3mn+m+ 3n]

Daerah asal dan daerah hasil dari partisi masing-masing fungsi
berjumlah sama. Selanjutnya f:V U E - {1,2, ..., |[V| + |E|}. Banyaknya unsur di
daerah asal fungsi f adalah |V UE| = 3mn + m + 3n, sedangkan banyaknya
unsur pada daerah kawan sama dengan banyaknya unsur pada daerah hasil,
yakni 3mn + m + 3n. Akibatnya, f fungsi bijektif.

Kasus 2: m dan n genap.

Untuk kasus 2, dengan menggunakan Lema 2.1.2 dan cara yang sama pada
kasus 1, maka dapat diperoleh fungsi pelabelan yang bijektif dengan jumlahan
label titik dan sisi yang sama pada setiap subgraf P, > F,, yakni = 9mn? 4+ 9n? +
3mn + 6n + m.
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Berdasarkan kedua kasus di atas, diperoleh bahwa graf S,,, = F, merupakan graf

P, & F, ajaib super untuk m > 3, n = 3 dengan (a) n ganjil dan (b) m,n genap. m

Gambar 3.1. Pelabelan P, = F3 ajaib super pada graf S5 & F3

4. SIMPULAN

Berdasarkan hasil di atas, disimpulkan bahwa graf S,,, &> F, merupakan graf P, &= F,
ajaib super untuk m = 3,n > 3,m,n € N dengan (a) n ganjil dan (b) m,n genap.
Selanjutnya, penulis menyarankan untuk memeriksa pada kasus m ganjil dan n

genap.
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