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Abstrak:

Graf merupakan suatu pasangan terurut dari himpunan titik dan himpunan sisi yang memiliki
keterkaitan dengan berbagai teori salah satunya pelabelan. Pelabelan suatu graf dapat dilakukan
dengan banyak cara, salah satunya adalah pelabelan harmonis ganjil. Pelabelan harmonis ganjil
merupakan suatu fungsi injektif f : V(G) — {0,1,2,...,2¢g — 1} sehingga menginduksi fungsi
bijektif f* : E(G) — {1,3,5,...,2¢ — 1} yang didefinisikan oleh f*(uv) = f(u) + f(v). Penelitian
ini bertujuan untuk mengkontruksi pelabelan harmonis ganjil pada graf C,,, >. Cs. Hasil yang

diperoleh menunjukkan bahwa graf Cy, , >. Cy merupakan graf harmonis ganjil.

Kata Kunci: Teori Graf, Pelabelan Harmonis Ganyjil, Graf C,, ,, . Cj4

Abstract: Graph is an ordered pair of a vertex and edge set that related with various theories, one
of them called labeling. There are a lot of types of graph labeling, one of them is odd harmonious
labeling. The odd harmonious labeling is an injective function f : V(G) — {0,1,2,...,2¢ — 1} such
that induced a bijective function is f* : E(G) — {1,3,5,---,2q — 1} which is defined by f*(uv) =
f(u) + f(v). This study aims to construct an odd harmonious labeling on a graph Cy, , >, C4. The
results showed that a graph C,, ,, >. Cy is an odd harmonious graph.

Keywords: Graph theory, odd harmonious labeling, C', ,, >, Cj graph

1. Pendahuluan

Teori graf pertama kali dikenalkan oleh Leonhard Euler, seorang matematikawan asal Swiss pada
tahun 1736. Ide ini ditemukan saat ia hendak memecahkan masalah jembatan Konisberg, sehingga
kisah jembatan Konigsberg ini menjadi sejarah lahirnya teori graf. Secara umum, graf G merupakan
suatu pasangan terurut G = (V, F') dengan V suatu himpunan tak kosong yang beranggotakan titik
dan E himpunan sisi dengan anggotanya merupakan himpunan bagian dari V' yang berkardinalitas
dua [1]. Ada pun aplikasi pada graf yang digunakan dalam kehidupan sehari-hari, contohnya
Aplikasi teori graf di media sosial dalam menghubungkan teman. Pengguna di situs jejaring sosial
seperti facebook, whatsapp, messenger, twitter, dan google.

Selain itu, penerapan graf lainnya yang dikenal adalah pelabelan graf. Pelabelan graf merupakan
salah satu topik dari teori graf yang mendapat perhatian khusus, karena model-model yang ada pada
teori graf berguna untuk aplikasi yang luas.Pelabelan pada graf adalah suatu pemetaan himpunan
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elemen-elemen pada graf ke suatu himpunan bilangan bulat yang dinamakan label [2]. Terdapat
berbagai pelabelan graf, salah satunya pelabelan harmonis.

Pelabelan harmonis pertama kali diperkenalkan pada tahun 1980 oleh Graham dan Sloane
[3]. Pelabelan harmonis merupakan jenis pelabelan titik. Pelabelan harmonis dibagi menjadi
dua yaitu pelabelan harmonis ganjil dan pelabelan harmonis genap. Dalam penelitian ini penulis
membahas tentang pelabelan harmonis ganjil yang dikenalkan oleh Liang dan Bai pada tahun 2009
[4]. Pelabelan harmonis dikatakan ganjil karena jumlah setiap label-label titik yang bertetangga
membentuk barisan bilangan ganjil yang dimulai dari satu sampai dengan 2¢ — 1 dengan ¢
menyatakan banyaknya sisi [5].

Adapun hasil-hasil penelitian tentang pelabelan harmonis ganjil sebagai berikut. Alyani dkk.
telah menyelidiki pelabelan harmonis ganjil pada graf kC, dan graf kCy [6]. Sabrina Shena Sarasvati
dkk. memberikan hasil terkait pelabelan harmonis ganjil pada graf P, >. Cy dan P, >, Dy(Cy) [7].
Abdel-Aal telah menggeneralisasikan hasil dengan menunjukkan bahwa graf k£C), untuk n = 0 (mod
4) adalah harmonis ganjil [8]. Dian Ayu Pujiwati juga memberikan hasil terkait pelabelan harmonis
ganjil pada graf bintang ganda S, ,,, dan graf C,, ® K1 ,, [9]. Jeyanthi dkk. membuktikan bahwa graf
pohon pisang dan gabungan lintasan dari siklus C,, untuk n = 0(mod4) merupakan graftharmonis
ganjil [10]. Fery Firmansah membuktikan eksistensi pelabelan harmonis ganjil pada graf ular dan
graf ular berlipat [11]. Zulfi Amri dkk. juga membuktikan pelabelan harmonis ganjil pada graf
25, (Cq,m) [12].

2. Hasil Utama

Misalkan graf Cy, , >, Cy dengan himpunan titik yaitu V = {u]i € [1,m] U {v} |, v},,0)3]i €
1,m],j € [1,n]} U {up1,ur2lk € [1,m — 1]} dan himpunan sisi yang diketahui dalam pelabelan
ini adalah £ = {uguk, 1, ug 2Ukt1, UpUpt1, Uk Uk 2tk € [1,m — 1]} U {uiv;l, v}’lv;ﬂ,v§’2v;73,v;-73ui]i IS
[1,m],j € [1,n]} dengan | V(Cp, p B¢ C4) |= 3mn + 3m — 2 dan | E(Cp,p B¢ C4) |= 4mn + 4m — 4.

Berikut diberikan Lema yang digunakan dalam membuktikan pelabelan harmonis ganjil pada graf
Cm,n >e 04-

Lema 2.1. Misalkan g : A — B fungsi dan |A| = m,|B| = n berhingga, m,n € N,m < n, jika |A| =
|R(g)|, maka g fungsi injektif.

Bukti. Ambil sembarang u;,u; € Adengani # j,i € [1,m], j € [1,m]. Menurut premis, |A| = |R(g)|.
Hal ini berarti bahwa g(u1) # g(u2) # g(us) # ... # g(u,). Akibatnya, untuk i # j, g(u;) # g(u;).
Jadi, g fungsi injektif. O

Lema 2.2. Misalkan g : A — B fungsidan |A| = m, |B| = n berhingga, m,n € N,m < n, jika |R(g)| = |A|
dan |R(g)| = |B|, maka g fungsi bijektif

Bukti. Suatu fungsi dikatakan bijektif apabila fungsi tersebut memenuhi sifat injektif dan sifat
surjektif. Oleh karena itu ditunjukan fungsi injektif dan fungsi surjektif untuk membuktikan Lema
2.2 sebagai berikut. Diketahui g : A — B suatu fungsi. Misalkan A = {uy,ug, - ,un }, maka R(g) =
{g9(u1),g(u2),- -, g(um)} berhingga, m,n € N. Ambil sembarang u;,u; € A dengani # j,i € [1,m],
J € [1,m]. Menurut premis, |A| = |R(g)|. Hal ini berarti bahwa g(u1) # g(u2) # g(ug) # ... # g(un).
Akibatnya, untuk i # j, g(u;) # g(u;). Jadi, g fungsi injektif.

Kemudian, menurut premis diperoleh R(g) = B. Perhatikan bahwa |R(g)|] = m,|B| = n.
Akibatnya, m = n. Ambil sebarang v € B. Berdasarkan premis, v € R(g) sehingga terdapat u € A
dan g(u) = v. Jadi, g surjektif. Dengan demikian, terbukti bahwa ¢ fungsi bijektif karena telah
memenubhi sifat-sifat fungsi injektif dan sifat surjektif. O

Selanjutnya dibuktikan bahwa graf C,,, ,, >. Cy merupakan graf harmonis ganjil.

23



Kolo, Ginting, Lapenangga

Teorema 2.1. Graf Cy, , > Cy merupakan graf harmonis ganjil dengan m € N,m > 2.

Bukti. Berdasarkan himpunan titik dan himpunan sisi dari graf Cy, ,>.C4 diperoleh p = |V (Cy, ,,>c
Cy)| = 3mn+3m—2danq = |E(Cp, n,>cCy)| = 4mn+4m—4. Kemudian, definisikan fungsi pelabelan
titik pada graf C,, ,, > Cy, yakni f : V(C,p e C1) — {0,1,2,--- ,8m(n + 1) — 9} sebagai berikut.

Flug) = 2(n+1)(i —1) i ganjil, i € [1,m)]
Y 2(n+1)i—1 i genap,i € [1,m]
f(’Ui )_ (2n+2)(l_1)+4.7_3 iganjil,z’e [Lm]aje [1,71]
TN 2n+2) 66— 2) + 45 — 2 i genap,i € [1,m],j € [1,n]
Fot ) = { M+ D) =48] =60+ (i = 1) i ganjil,i € [1,m], j € [1,n]
P27 8m(n4+1)—4—8j —4n—5—6(n+1)(i —1) igenap,i € [1,m],j € [L,n]
f(’Ui )_ (2n+2)(l_1)+4]_1 iganjﬂvie [Lm]?je [1777']
P 20+ 2) (6 — 2) + 45 i genap,i € [1,m],j € [1,7]
2(n+1)(k+1)—3 k ganjil, k € [1,m — 1]
fluk) =
2(n+1)(k) — 2 k genap, k € [1,m — 1]
Flups) = 8mn+1)—12—-8n—6(n+1)(k—1) k ganjil, k € [1,m — 1]
B2 8mn+ 1) — 17 — 120 — 6(n + 1)(k — 2) k genap, k € [1,m — 1]

Berdasarkan definisi fungsi pelabelan titik di atas, berikut dibuktikan bahwa f fungsi injektif. Untuk
membuktikan f fungsi injektif cukup dibuktikan bahwa |D(f)| = |R(f)| menurut Lema 2.1, dengan
|ID(f)| = |R(f)| = 3mn + 3m — 2. Berikut diberikan himpunan daerah hasil dari fungsi f. Misalkan
R1, Ry, R, ... Rz secara berturut-turut merupakan himpunan daerah hasil dari (1). u; untuk i ganjil;
(2). u; untuk i genap; (3). v} | untuk 4 ganjil; (4). v} | untuk 7 genap; (5). v}, untuk i ganjil; (6). v?,
untuk i genap; (7). v; 3 untuk i ganjil; (8). vj 5 untuk i genap; (9). ug,1 untuk k ganjil; (10). ug ; untuk
k genap; (11). uy 2 untuk k ganjil; (12). uy 2 untuk k genap.

Perhatikan bahwa dengan metode yang rutin dapat ditunjukkan R; N R; = ) untuk i # j,i €
[1,12],5 € [1,12]. Kemudian, dihitung kardinalitas R( f) untuk menunjukkan bahwa |R(f)| = |D(f)|.

Oleh karena R; N R; = D untuk ¢ # j, i € [1,12],j € [1,12], diperoleh
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12
IR(f)| =| | Ral
a=1
12
IRHI=D"IRd— Y |RanR|+ > |[RaNRyNR|-
a=1 1<a<b<12 1<a<b<e<L12
> |Ry N Ry N Re N Ry|+
1<a<b<c<d<12
> |Ro N Ry N ReN Ry N Re|—
1<a<b<e<d<e<12
> |Ro N RyN RN RyN RN Ry|+
1<a<b<e<d<e< f<12
> |Ro N RyN RN RyN RN Ry N Ry|—
1<a<b<ce<d<e<f<g<12
> IR, N RyN RN RyN RN Ry N Ry N Ry|+
1<a<b<e<d<e< f<g<h<12
> |R, MRy N R.N RgN RN Ry N R, N Ry, N Ry|—
1<a<b<e<d<e< f<g<h<i<l2
> IR, N RyN R.NRgNR.NR;NR,N Ry, NR; N Ryj|+
1<a<b<ce<d<e< f<g<h<i<j<12
> |RaNRyNR.NRgNR.NRfN R, N R, N R; N R; N Ry|—

1<a<b<e<d<e< f<g<h<i<j<k<12
|R1QRQﬂRgﬂR4ﬂR5ﬂR6ﬂR7ﬂRgﬁR9ﬁRloﬂR11ﬂR12|

12
= |Ra|=04+0-04+0-04+0-0+0-0+0-0

a=1

= (|R1| + |R2|) + (|R3| + |R4l|) + (|Rs| + |Re|) + (| R7| + [Rs]) + (| Ro| + |R1o|) + (| R11| + |R12])

=m+mn+mn+mn+m-—-1+m-—1
=m+3mn+2m—2
=3mn+3m—2
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Perhatikan bahwa dari perhitungan kardinalitas R(f) di atas, diperoleh |R(f)| = 3mn + 3m — 2.
Oleh karena |D(f)| = |R(f)|, dimana |D(f)| = |V(Cpn B¢ Cs)| = 3mn + 3m — 2, maka berdasarkan

Lema 2.1, terbukti bahwa f fungsi injekt1f Selanjutnya, definisikan fungsi f* yang merupakan fungsi

induksi dari fungsi f, yakni f* : E(Cy, », >e C1) — {1,3,5,--- ,8m(n + 1) — 9} sebagai berikut.
S (uptiggr) = f(ur) + f(uk+1)
=4(n+ 1)k —
[ (ugug,) =f(ug) + f (ug 1)
=4(n+1)(k)—3

[ (ug 2up1) =f(ug2) + f(ugs1)
=8m(n+1)—4n+1)k—5
[ (ukaug2) =f(ug) + f(uk2)
=8m(n+1)—4n+1)k—-7
[ (uiv 31) =f(uwi) + f(v ;1)
An+1)(i —1)+45 -3
fui) + f(v)3)
An+ 1)~ 1) +4 1
f*<7)§,1”§,2) ( ) (7};72
=8m (n +1)—
f*<”§,27)§,3) =f(vj, ) + f(” 3

Js

I (UW;',:%)

)
An+1)(i—1)—4j —7
)

=8mn+1)—4dn+1)(i—1)—4j—5

Berdasarkan definisi fungsi sisi di atas, berikut dibuktikan bahwa f* fungsi bijektif dengan
menggunakan Lema 2.2, yakni membuktikan bahwa |D(f*)| = |R(f*)| = 4mn + 4m — 4 dan
|IR(f*)| = {1,3,5,--- ,8m(n+1) —9}| = 4mn+4m —4. Misalkan D, Da, D3, ..., Dg secara berturut-
turut merupakan himpunan daerah hasil dari (1). ugugi1; (2). wpug1; (3). wg2uks1; (4.) wp1uk2; (5).
uiv}1; (6). uivhg; (7). v)1005; (8). v)yvh 5. Perhatikan bahwa dengan metode perbandingan antar
anggota himpunan, diperoleh D; N D;= () untuk i # j,7 € [1,8] dan j € [1,8]. Kemudian, dihitung
kardinalitas R(f*) untuk menunjukkan bahwa |R(f*)| = |D(f*)]|.
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8
IR(f) =1 Dsl
s=1

8
‘R(f*)|:Z‘DS|_ Z ‘Dstt’"i_ Z DsNDyNDy—
s=1 1<s<t<12 1<s<t<u<8
> IDsN DN D, N Dyl+
1<s<t<u<v<8
> |Ds N Dy N Dy N Dy N Dy|—
1<s<t<u<v<w<8
> |Ds N Dy N Dy N Dy N Dy N Dy |+
1<s<t<u<v<w<xr<8
> |Ds N Dy N Dy N Dy N Dy N Dy N Dy
1<s<t<u<v<w<z<y<8
—‘DlﬂDQﬂD3QD4ﬂD5ﬁD6ﬂD7ﬂD8‘
8
=> D =0+0-040-0+0-0
s=1
= (|D1| + [Dal) + (| D3| + |Dal) + (|Ds| + |Ds|) + (|D7| + |Ds|)
=m-14+m—-1+m—-—1+m—-—1+mn+mn-+mn-+mn
=4m — 4+ 4mn
=4dmn+4m —4

Berdasarkan perhitungan kardinalitas R(f*) di atas, diperoleh |R(f*)| = 4mn + 4m — 4. Oleh
karena |D(f*)| = |R(f*)| dan [{1,3,5,---,8m(n + 1) — 9}| = 4mn + 4m — 4 maka |R(f*)| =
{1,3,5,--- ,8m(n + 1) — 9}|. Akibatnya, berdasarkan Lema 2.2, terbukti bahwa f* fungsi bijektif.
Jadi berdasarkan pembuktian di atas, diperoleh graf C,, >, C4 merupakan graf harmonis ganjil.
Berikut diberikan contoh pelabelan harmonis ganjil pada graf Cy 3 >, Cj. ]

117116 2y 9 17 g5 68 18 go 51
119 103 7 7
3 4 20
17 33 19 4

1

3 19
13 1p5 92
It o\ [ e %

g 109100 o % g 109 83 g0 83 13 42 7 52 43 61 2

Gambar 2.1: Pelabelan Harmonis Ganjil pada Graf Cy 3 >, Cy

3. Kesimpulan dan Saran

3.1. Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan di atas, diperoleh kesimpulan bahwa graf C,,, >. Cy,
merupakan graf harmonis ganjil untuk m > 2,m € Ndann > 1,n € N.
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3.2. Saran

Kajian ini dapat dilanjutkan dengan melakukan penelitian pada graf Cy,,, > Cy, m € N,n >
2,n € N,dan g genap, ¢ > 4,qg € N.
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