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Abstrak 

Daerah Dedekind dan ideal prima merupakan bagian dari topik-topik yang dibahas dalam 

bidang aljabar abstrak. Suatu daerah integral dikatakan daerah Dedekind jika dan hanya jika 

merupakan gelanggang Noether, tertutup secara integral, dan setiap ideal prima tak nolny 

amerupakan ideal maksimal. Padatahun 2019,Maulana, dkk. Telah membahas mengenai 

sifat- sifat ideal prima pada bilangan bulat Gauss. Saat ini, belum terdapat penelitian yang 

membahas mengenai bentuk ideal prima pada daerah Dedekind tertentu, sehingga pada artikel 

ini akan diberikan bentuk-bentuk ideal prima dan sifat-sifat ideal prima padadaerah Dedekind 

Pada artikel ini diperoleh bahwa dan merupakan ideal prima pada Daerah Dedekind tersebut. 

Kata kunci: daerahDedekind, ideal prima, tertutupsecara integral, ideal maksimal. 

Abstract 

Dedekind Domain and prime ideals are part of the topics discussed in the field of abstract 

algebra. An integral Domain is said to be the Dedekind Domain if and only if it is a 

Noetherian, integrally closed, and each of its prime ideals is a maximum ideal. In 2019, 

Maulana discussed the prime ideal’s properties of Gauss integers. At present, there is no 

research about prime ideals of specific Dedekind Domain, because of that reason, in this 

article we will give some prime ideals and prime ideals’ characteristics in the area of 

Dedekind Domain ℤ[𝑥]/〈𝑥2〉. In this article,it is found the conclusion 𝐼 = 〈𝑥, 0〉 = 〈𝑥〉 and 

𝐼 = 〈𝑘, 𝑥〉 are prime ideals in that Dedekind Domain. 
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PENDAHULUAN  

Salah satu topik dalam aljabar abstrak adalah ideal prima, konsep ini pertama kali 

diperkenalkan oleh Richard Dedekind. Ideal prima merupakan suatu ideal dengan kondisi tertentu, 

beberapa penelitian terkait ideal prima diantaranya dilakukan Maulana dkk pada 2019 dan Misuki 

dkk pada 2020. Selain itu, kajian terkait keprimaan pada ruang modul telah dilakukan pada beberapa 

tahun terakhir oleh Alfian dkk dan Wardhana dkk. Topik lain yang juga perlu dikaji dalam bidang 

aljabar adalah daerah Dedekind. Pada tahun 2011, Amir telah membahas mengenai struktur ideal 

prima dan gelanggang faktor dari gelanggang polinom miring atas daerah Dedekind. Namun, belum 

terdapat kajian mengenai bentuk-bentuk ideal prima dan karakteristik ideal prima dari suatu daerah 

Dedekind tertentu secara spesifik. Oleh karena itu, penulis menilai penting untuk mengkaji sifat-sifat 

ideal prima pada daerah Dedekind.  

METODE  

Pada penelitian ini, akan digunakan metode studi literatur. Melalui pengamatan pada beberapa 

kasus akan dibentuk suatu konjektur terkait daerah Dedekind, ideal prima, gelanggang Noether, dan 
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beberapa sifat terkait gelanggang. Kemudian konjektur akan dibuktikan bahwa dan merupakan ideal 

prima pada daerah Dedekind. 

HASIL DAN PEMBAHASAN  

Untuk memudahkan penjabaran terkait ideal prima pada daerah Dedekind, terlebih dahulu 

akan dibahas beragam definisi yang terkait dengan topik yang akan dibahas. 

Definisi 1 (Fraleigh, 2013)  

Sebuah gelanggang (𝑅, +, . ) adalah himpunan 𝑅 dengan operasi biner tambah dan perkalian, 

yang didefinisikan pada sehingga memenuhi :  

• (𝑅, +) adalah grup abelian 

• operasi perkalian bersifat asosiatif 

• ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅, hukum distribusi kiri 𝑎(𝑏 + 𝑐) = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐, dan hukum distribusi kanan 

(𝑏 + 𝑐)𝑎 = 𝑏𝑎 + 𝑐𝑎 berlaku. 

Sepanjang artikel ini, gelanggang yang dimaksud adalah gelanggang yang memenuhi sifat komutatif 

dan dinamakan gelanggang komutatif. 

Definisi 2 (Herstein, 1975) 

Sebuah gelanggang 𝑅 disebut gelanggang komutatif apabila ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 berlaku 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎. 

Pada gelanggang, terdapat suatu sub-struktur aljabar yang selalu menarik untuk dikaji, dan 

dinamakan ideal. 

Definisi 3 (Sivaramakrishnan, 2006) 

Sebuah subhimpunan 𝐼 dari gelanggang 𝑅 dikatakan suatu ideal apabila 𝐼 merupakan grup 

abelian terhdapat operasi penjumlahan dengan sifat untuk semua 𝑟 ∈ 𝑅 dan 𝑖 ∈ 𝐼 berlaku 𝑟𝑖 ∈ 𝐼 dan 

𝑖𝑟 ∈ 𝑅. 

Ada beberapa jenis ideal yang sering dikaji, yakni ideal maksimal yang merupakan ideal sejati yang 

paling besar, dan dinamakan ideal maksimal.  Dan ideal yang merupakan abstraksi bilangan prima 

yang dinamakan ideal prima. 

Definisi 4 (Herstein, 1975) 

Sebuah ideal 𝑈 pada gelanggang 𝑅 disebut ideal maksimal dari 𝑅 apabila terdapat ideal 𝐽 dari 

𝑅 dengan sifat 𝑈 ⊂ 𝐽 ⊂ 𝑅, maka 𝑈 = 𝐽 atau 𝑅 = 𝐽. 

Definisi 5 (Fraleigh, 2013) 

Sebuah ideal 𝑃 pada gelanggang komutatif 𝑅 adalah ideal prima jika ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 sedemikian 

hingga 𝑎𝑏 ∈ 𝑃 berakibat 𝑎 ∈ 𝑃 atau 𝑏 ∈ 𝑃. 

Gelanggang sendiri memiliki banyak jenis, beberapa yang sering dikaji adalah gelanggang yang 

tidak memuat pembagi nol, yang dinamakan daerah integral. 
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Definisi 6 (Fraleigh, 2013) 

Daerah integral 𝑅 adalah gelanggang komutatif yang tidak memuat pembagi nol, yaitu ∀𝑥, 𝑦 ∈

𝑅 dengan 𝑥𝑦 = 0, maka berlaku 𝑥 = 0 atau 𝑦 = 0. 

Definisi 7 (Rotman, 2005) 

Sebuah ideal 𝐼 dari gelanggang komutatif 𝑅 disebut dibangun secara berhingga jika ada 

berhingga elemen 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘 ∈ 𝐼 dengan 𝐼 = {Σ𝑖𝑟𝑖𝑎𝑖 |𝑟𝑖 ∈ 𝑅}.  Dengan kata lain setiap elemen 

pada adalah kombinasi linier dari {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘}. 

Gelanggang komutatif dimana setiap idealnya dibangun secara berhingga unsur, dinamakan 

gelanggang Noether.  Gelanggang Noether sendiri apabila merupakan daerah integral dan semua 

idealnya dibangun oleh satu unsur, dikatakan daerah ideal utama.  Daerah Dedekind adalah daerah 

integral yang setiap idealnya dibangun oleh dua unsur. 

Berdasarkan penjabaran beberapa landasan teori terkait daerah Dedekind pada bagian 

pendahuluan, diperoleh fakta bahwa ℤ[√𝑛] = {𝑎 + 𝑏√𝑛|𝑎, 𝑏 ∈ ℤ} merupakan suatu daerah 

Dedekind jika 𝑛 ≢ 1(𝑚𝑜𝑑4).  Bentuk daerah Dedekind tersebut dapat digeneralisasi menjadi 𝑅 =

ℤ[𝑥]/〈𝑥2〉.  Selain itu, Amir telah diperoleh fakta bahwa setiap ideal pada daerah Dedekind dibangun 

oleh dua unsur.  Selanjutnya dapat dikemukakan beberapa teorema sebagai berikut: 

Teorema 1   

Misalkan 𝑅 = ℤ[𝑥]/〈𝑥2〉 merupakan daerah Dedekind, maka 𝐼 = 〈𝑥, 0〉 = 〈𝑥〉 merupakan 

ideal prima pada daerah Dedekind 𝑅. 

Bukti:   

Misal 𝑅 = ℤ[𝑥]/〈𝑥2〉 = 〈1, 𝑥〉  merupakan daerah Dedekind, dengan himpunan 𝐼 = 〈𝑥〉 ⊆ 𝑅, 

maka diperoleh untuk sebarang 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐼 berlaku 𝑐 = 𝑑 = 𝑘1𝑥 − 𝑘2𝑥 = (𝑘1 − 𝑘2)𝑥 ∈ 𝐼 untuk suatu 

𝑘1, 𝑘2 ∈ ℤ.  Dan juga untuk sebarang 𝑎 ∈ 𝑅 dan sebarang 𝑐 ∈ 𝐼 berlaku 𝑎𝑐 = (𝛼0 + 𝛼1𝑥)𝑘𝑥 =

𝛼0𝑘𝑥 + 𝛼1𝑘𝑥2 = 𝛼0𝑘𝑥 ∈ 𝐼.  Sehingga dapat disimpulkan kalau 𝐼 suatu ideal dari daerah Dedekind 

𝑅. 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 𝐼 = 〈𝑥〉 adalah suatu ideal prima bagi daerah Dedekind 

𝑅.  Perhatikan bahwa untuk setiap 𝑎𝑏 ∈ 𝐼, dengan 𝑎 = 𝛼0 + 𝛼1𝑥 dan 𝑏 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥, dimana 

𝛼0, 𝛼1, 𝛽0, 𝛽1 ∈ ℤ, diperoleh 𝑎𝑏 = 𝛼0𝛽0 + (𝛼1𝛽0 + 𝛼0𝛽1)𝑥 = 𝑐𝑥 untuk suatu 𝑐 ∈ ℤ.  Akibatnya 

diperoleh 𝛼0𝛽0 = 0, karena 𝑅 adalah daerah Dedekind yang tidak memuat pembagi nol.  Maka 

diperoleh 𝛼0 = 0 atau 𝛽0 = 0.  Menariknya untuk 𝛼0 = 0 maka diperoleh 𝑎 = 𝛼0 + 𝛼1𝑥 = 𝛼1𝑥 ∈

𝐼, kemudian untuk 𝛽0 = 0 diperoleh 𝑏 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 = 𝛽1𝑥 ∈ 𝐼.  Akibatnya dapat disimpulkan bahwa 

𝐼 adalah ideal prima. ∎ 

Teorema 2  

Misal 𝑅 = ℤ[𝑥]/〈𝑥2〉 = 〈1, 𝑥〉 merupakan daerah Dedekind, maka 𝐼 = 〈𝑥, 𝑘〉 dengan 𝑘 

merupakan bilangan prima di ℤ adalah ideal prima dari daerah Dedekind 𝑅. 



Fraktal: Jurnal Matematika dan Pendidikan Matematika  Maulana, Ideal Prima ……            

Volume 3, No. 2, November 2022, Hal. 65-69 (e-ISSN 2776-0073)

   

68 

 

Bukti:   

Misal 𝑅 = ℤ[𝑥]/〈𝑥2〉 = 〈1, 𝑥〉  merupakan daerah Dedekind, dengan himpunan 𝐼 = 〈𝑥, 𝑘〉  

dengan 𝑘 merupakan bilangan prima di ℤ, maka diperoleh untuk sebarang 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐼 berlaku 𝑐 = 𝑑 =

(𝛼0𝑘 + 𝛼1𝑥) − (𝛽0𝑘 + 𝛽1𝑥) = (𝛼0 − 𝛽0)𝑘 + (𝛼1 − 𝛽1)𝑥 ∈ 𝐼 untuk suatu 𝛼0, 𝛼1, 𝛽0, 𝛽1 ∈ ℤ.  Dan 

juga untuk sebarang 𝑎 ∈ 𝑅 dan sebarang 𝑐 ∈ 𝐼 berlaku 𝑎𝑐 = (𝛽0 + 𝛽1𝑥)(𝛼0𝑘 + 𝛼1𝑥) = 𝛽0𝛼0𝑘 +

(𝛽0𝛼1 + 𝛽1𝛼0𝑘)𝑥 + (𝛽1𝛼1)𝑥2 = (𝛽0𝛼0)𝑘 + (𝛽0𝛼1 + 𝛽1𝛼0𝑘)𝑥 ∈ 𝐼.  Sehingga dapat disimpulkan 

kalau 𝐼 suatu ideal dari daerah Dedekind 𝑅. 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 𝐼 = 〈𝑘, 𝑥〉 adalah suatu ideal prima bagi daerah Dedekind 

𝑅.  Perhatikan bahwa untuk setiap 𝑎𝑏 ∈ 𝐼, dengan 𝑎 = 𝛼0 + 𝛼1𝑥 dan 𝑏 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥, dimana 

𝛼0, 𝛼1, 𝛽0, 𝛽1 ∈ ℤ, diperoleh 𝑎𝑏 = 𝛼0𝛽0 + (𝛼1𝛽0 + 𝛼0𝛽1)𝑥 = 𝛾0𝑘 + 𝛾1𝑥 untuk suatu 𝛾0, 𝛾1 ∈ ℤ.  

Akibatnya diperoleh 𝛼0𝛽0 = 𝛾0𝑘, sehingga 𝑘|𝛼0𝛽0 dan karena 𝑘 adalah bilangan prima maka 

diperoleh 𝑘|𝛼0 atau 𝑘|𝛽0.  Menariknya untuk 𝑘|𝛼0 maka diperoleh 𝑎 = 𝛼0 + 𝛼1𝑥 = 𝜎1𝑘 + 𝛼1𝑥 ∈ 𝐼 

untuk suatu 𝜎1 ∈ ℤ, kemudian untuk 𝑘|𝛽0 diperoleh 𝑏 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 = 𝜎2𝑘 + 𝛽1𝑥 ∈ 𝐼 untuk suatu 

𝜎2 ∈ ℤ.  Akibatnya dapat disimpulkan bahwa 𝐼 adalah ideal prima. ∎ 

KESIMPULAN 

Berdasarkan penjabaran pada bagian hasil, diperoleh kesimpulan sebagai berikut:  

• Jika 𝑅 = ℤ[𝑥]/〈𝑥2〉 merupakan daerah Dedekind, maka = 〈𝑥, 0〉 = 〈𝑥〉 merupakan ideal 

prima pada daerah Dedekind 𝑅. 

• Jika 𝑅 = ℤ[𝑥]/〈𝑥2〉 merupakan daerah Dedekind, maka = 〈𝑥, 0〉 = 〈𝑥〉 merupakan ideal 

prima pada daerah Dedekind 𝑅.. 

Kemudian, untuk penelitian selanjutnya disarankan untuk mengkaji teori terkait sifat-sifat 

ideal prima pada daerah Dedekind yang lebih umum 
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